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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels sur R ou C

Durant tout le cours, plutdét que d’énoncer des résultats analogues pour R et pour C,
on les énoncera pour K qui représentera indifféremment R ou C. Lorsque des propriétés
seront spécifiques & R ou a C, on utilisera alors explicitement les lettres R ou C.

Définition 1.1. Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est un ensemble E qui
est muni de deux lois de composition :
e une loi de composition interne notée “+” et appelée addition, qui & deux éléments x
ety de E associe un élément de E noté x + vy ;
e une loi de composition externe, notée “.” et appelée multiplication par un scalaire
(on appelle vecteurs les éléments de E et scalaires les éléments de K), qui a un
élément A de K et un élément x de E associe un élément de E noté \.x ;

et qui vérifie les propriétés suivantes :
o (E,+) est un groupe commutatif, i.e. la loi + vérifie :

— + est commutative : Y,y e B, x+y=y+x ;
— + est associative : Vr,y,z € E, x+ (y+2)=(x +y)y + 2 ;

— + admet dans E un élément neutre : il existe un élément de E, noté 0 (ou
encore O s’il y a risque de confusion avec le zéro de K que [’on notera alors
Ok ), tel que pour tout x € E on ait 0 +x=2x+0=2x ;

— tout élément de E admet un unique opposé : pour tout x € E, il existe un
unique élément de E noté —x tel que v+ (—z) = —x+2x =0 ;

la loi . vérifie : pour tout x,y € E et tout \, u € K,

— A(px) = (A\p).x ;
- A+pax=Ar+pz;
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—lx=x;

- Az+y)=Ax+A\y.

Remarque 1.1. Souvent, on notera Az au lieu de A.z.

Exemples.

e R? et C (munis de 'addition et de la multiplication par un nombre réel) sont des
R-espaces vectoriels.

e R" est un R-espace vectoriel pour tout n € N, en particulier R est un R-espace
vectoriel, ainsi que {Og}.

e C™ est un C-espace vectoriel pour tout n € N, en particulier C est un R-espace
vectoriel, ainsi que {O¢}.

e L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel. De
méme ’ensemble K, [X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n a coefficients
dans K est un K-espace vectoriel. Par contre I’ensemble des polynomes de degré
égal a n a coefficients dans K n’est pas un K-espace vectoriel.

e Soit X un ensemble, 'ensemble F( X, K) des fonctions de X dans K muni des deux
lois + et . définies par :

f+g: X = K et Af: X
t o= f(t)+9() t

est un K espace vectoriel.

— K
= A

f@),

Proposition 1.1. §i E est un K-espace vectoriel, alors pour N € K et x € E, on a :
1. OK.J} = OE et /\OE = OE s
2. —(Az) = (=N).x = A\(—x).

De plus
At =0 = {x=0g ouA=0k}.

Preuve.
1. On utilise le fait que Og 4+ Ox = Ok, on a alors
(OK + O]K).’L' = OK.QZ‘ + OK..CE = OK..’ﬂ

et en ajoutant aux deux membres de 1'égalité I’'opposé de Ok.z, on trouve la premiére
égalité voulue.

Pour la deuxiéme, on procéde de facon analogue avec O = O 4+ O, d’ou
A(0g+0g) =AX0g+A0g = A0g

et on conclut de la méme maniére.
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2. Ona
Ax 4+ (=A).x=(A=N).x =0g.2x=0g

par la propriété 1. Et de maniére similaire
Ax+A(—z)=A(x—2) = A0 =0g
par la propriété 1.

Montrons maintenant la derniére propriété. On suppose que A\.x = Og et que A # Ok, on

a alors
1

3
D’ou le résultat. O

1
Ax)=xz=—.0g= )

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.2. Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel de E est une
partie I de E qui vérifie les propriétés suivantes :

1. F est stable par la lot 4, i.e. pour tout x,y € F, v +y € F ;

2. I est stable par multiplication par un scalaire, i.e. pour tout x € F et pour tout
AeK, Az eF ;

3. F muni des lois + et . (on notera (F,+,.)) est un espace vectoriel.

Cette définition n’est absolument pas pratique pour vérifier effectivement qu’une partie
donnée d'un espace-vectoriel est un sous-espace vectoriel, il y a tout simplement trop de
choses a vérifier. En fait, elle peut étre considérablement simplifiéce. Commencons par la
remarque suivante :

Remarque 1.2. Les propriétés 1. et 2. sont équivalentes a la propriété :

1°. F est stable par combinaison linéaire, c¢’est-a-dire

Vi pueK, Ve,ye o Ao+ py e F.

Voici maintenant un critére trés simple pour montrer qu’une partie d’'un K-espace
vectoriel en est un sous-espace vectoriel.

Théoréme 1.1. Soit E un K-espace vectoriel et F' une partie de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) F est un sous-espace vectoriel de E ;

(i1) Op € F et F est stable par combinaison linéaire.
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Preuve. Le fait que (i) = (ii) est évident. Montrons la réciproque. La stabilité de
F' par combinaison linéaire est équivalente aux propriétés 1. et 2. de la définition
d’apreés la remarque ci-dessus. Montrons tout d’abord que F' est un sous-groupe additif
de E. On a bien la stabilité de F' par +, Og € F et de plus pour tout z € F', son opposé
—x = (—1).z € F par stabilité par multiplication par un scalaire. Donc F' est bien un
sous-groupe de E et donc un groupe. On a ensuite la stabilté par multiplication par un
scalaire, les propriétés des opérations + et . restent bien str vraies sur F'. Donc il suit
que (F,+,.) est un espace vectoriel. O

Remarque 1.3. Attention!!! Il ne faut surtout pas oublier de montrer que O € F', sinon
on peut démontrer que I’ensemble vide est un sous-espace vectoriel de E ce qui est faux.

Remarque 1.4. Dans le théoréme précédent, on peut remplacer 'hypothése (i) par I'hypo-
these “F est non vide”, du fait que si x € F, on a nécessairement O = Og.x € F par
stabilité par multiplication par un scalaire. Un énoncé équivalent du théoréme est donc
“un sous-espace vectoriel de E est une partie de E non vide et stable par combinaison
linéaire.”

Exemples.

e La droite de R?
A={(z,y); x+4y =0}

est un sous-espace vectoriel de R2.

e La droite de R?
A={(z,y); z+4y =1}

n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.

1.3 Opérations sur les espaces vectoriels

1.3.1 Intersection de sous-espaces

Proposition 1.2. Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous espaces vectoriels de
E, FNG est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. On vérifie la caractérisation d’un sous-espace vectoriel. C’est immédiat.

1.3.2 Somme de sous-espaces

Définition 1.3. Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. On appelle somme de F et G et on note F + G [’ensemble suivant :

F+G:={r+y; ze€F, geG}.
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Proposition 1.3. La somme de deuz sous-espaces vectoriels F' et G de E est un sous-
espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F' et G, ce
qui signifie que si H est un sous-espace vectoriel de E contenant F' et G, alors F+G C H,
ou de fagon équivalente que F' + G est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de
E contenant F et G.

Preuve. Comme F' et G contiennent Og et Og + 0 = Og, F' + G contient Og. De
plus si u,v € F+ G et A\, u € K, il existe x1, 29 € F et y1,y2 € G tels que u = x1 + y; et
v = Ty + 1yo. Alors

AU+ pv = Ary + pxy + Ay + pys .

Comme F' est un sous-espace vectoriel de F, il est stable par combinaison linéaire et donc
Axy+p.xy € Fyde méme on a \.y; + p.y2. Dot Aou+p.v € F+G. F 4G est donc stable
par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous-espace vectoriel de E. Soit maintenant H un
sous-espace vectoriel de E contenant F' et GG, alors H est stable par addition et contient
donc tous les x +y avec x € F et y € G, i.e. FF'+ G C H. Ceci conclut la preuve. O

1.3.3 Produit d’espaces vectoriels

Définition 1.4. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On appelle produit de E et F et
on note E X F' l’ensemble suivant

ExF :={(z,y); x€E, ye F}
munt de la loi interne

(w1, 91) + (72,92) = (¥1 + 22,91 + ¥2)

et de la lot externe

Az, y) = Az, Ay) .
Proposition 1.4. E x I est un K-espace vectoriel.

Preuve. On vérifie les propriétés de la définition. Immédiat.
Exemple. R?> =R x R et on engendre ainsi par récurrence R” = R"! x R.

1.4 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 1.5 (Somme directe). Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-
espaces vectoriels de E. En général, pour un élément z € '+ G, la décomposition

z=x+y, x€F, yed,

n’est pas unique. Dans le cas ou cette décomposition est unique pour tous les éléments de
F + G, on dira que F et G sont en somme directe et on écrira '+ G =F & G.
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Proposition 1.5. Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deuzr sous-espaces vectoriels de
E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont en somme directe ;
(1) FNG ={0g}.
Preuve.
(i) < (ii) On suppose F et G en somme directe. Soit z € F' N G, alors z s’écrit

z = O0g+z,0g€eF, zeG,
= 240, z€ F, 0ge .

Mais comme la décomposition est unique, on doit avoir z = 0. Donc FNG = {0g}.

(ii) < (i) On suppose que F NG = {0g}. Soit z € F + G, on suppose que z admet
deux décompositions distinctes

2=+ =T+ Y2, 1,22 €F, y1,p € G

(dire que les décompositions sont distinctes signifie que x1 # x5 ou y; # y»). Alors

Op = 23— 21+ Y2 — Y1, 1.e. Yo —y1 = — (22— 1) Il suit que yo —y; qui est un élément
de G appartient aussi & F'. Donc yo —y; € F NG et est donc nul. D’ott yo = y; et
ro = x1 ce qui contredit I'’hypothése. O

Définition 1.6 (Sous-espaces supplémentaires). Soit E un K-espace vectoriel et F' et G
deux sous-espaces vectoriels de E. On dira que F' et G sont supplémentaires st F+G = E
et si de plus F' et G sont en somme directe. On résume en écrivant E = F @& G.

On a une caractérisation simple des sous-espaces supplémentaires qui suit directement de
la proposition précédente :

Proposition 1.6. Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont supplémentaires ;
(ii) F+G=E et FNG = {0p).

Exemples.
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1.5 familles libres, familles génératrices, bases

On va considérer simplement le cas de familles finies de vecteurs. Commencons par définir
la notion de famille de n vecteurs et celle de combinaison linéaire. Ceci va nous amener
a définir la notion de sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs.

Définition 1.7. Soit E un K-espace vectoriel. Une famille de n vecteurs de E (ot n est
un entier naturel donné) est un ensemble constitué de n éléments de E

F =A{v1,v9,...,0,} .

On dit que la famille est finie du fait qu’elle contient un nombre fini d’éléments, en
l’occurence n.

Définition 1.8 (Sur et sous-famille). Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux familles
finies de vecteurs de E. On dit que :

o F est une sous-famille de G si F C G.

o F est une sur-famille de G si G C F.

1.5.1 Familles génératrices finies

Une combinaison linéaire des éléments de F est un vecteur de la forme
T = MU+ Avg + ...+ N\,

oll A1, Ao, ..., A, sont des éléments de K.

Définition 1.9 (Sous-espace engendré par une famille). Soit E un K-espace vectoriel et
F = {v1,v9,...,0,} une famille de n vecteurs de E. On appelle sous-espace vectoriel de E
engendré par F l’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de F, noté Vect(F).

Proposition 1.7. Soit E un K-espace vectoriel et F = {vy,vs,...,v,} une famille de n
vecteurs de E, l’ensemble Vect(F) est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit
sous-espace vectoriel de E contenant F.

Preuve. Tout d’abord, F contient Og car
Og = Og.v1 + Ogvs + ... + Ogo,, .

De plus, par définition, F est stable par combinaison linéaire. Soit maintenant H un

sous-espace vectoriel de E contenant F. Comme H est stable par combinaison linéaire,

il contient Vect(F). O
Exemples.
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Définition 1.10. Soit E un K-espace vectoriel et F = {v1,va,...,v,} une famille de n
vecteurs de E. On dit que la famille F est une famille génératrice de E si E = Vect(F),
c’est-a-dire si tout élément de E peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de

F.
Exemples.
Proposition 1.8. Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Preuve. Il suffit de bien noter les vecteurs en mettant d’abord ceux de la plus petite
famille génératrice et les autres ensuite.

1.5.2 Familles libres finies

Définition 1.11. Soit E' un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille F = {v1,vg, ..., v, }
de n éléments de E est une famille libre de E si

)\1U1+)\2’U2+-'-+)\nvn20¢>>\1:)\2:---:)\11:07

c’est-a-dire que la seule combinaison linéaire nulle des v;, 1 = 1,2, ...,n est celle dont tous
les coefficients sont nuls.

Définition 1.12. Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Exemples.
On a les propriétés importantes suivantes :

Proposition 1.9. Soit E un K-espace vectoriel et F une famille finie de vecteurs de E.

1. Si F contient exactement deux vecteurs, alors F est libre si et seulement si ses deux
vecteurs ne sont pas colinéaires (autrement dit paralléles, ou encore proportionnels).

2. 8105 € F alors F est liée.
Preuve.

1. On suppose que F contient exactement deux vecteurs, i.e. F = {u,v}, u,v € E.
On va montrer que F est liée si et seulement si v et v sont paralléles.

Supposons que F est liée, c’est-a-dire qu’il existe A\, u € K non tous les deux nuls

tels que
Au+ pv =0g.
Si A # 0 alors on a
u:—gv
et donc u || v. Si A =0 alors pu # 0 et
A
v=——u,

I
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d’ot u || v.

Réciproquement, supposons que u et v sont colinéaires. Si u # 0, il suit qu’il existe
A € K tel que v = Au, autrement dit A\u — v = Og, la famille F est donc liée. Si
u = 0g alors 1.u + 0.v = O et donc la famille F est liée.

2. SiOg € F, on considére la combinaison linéaire des éléments de F avec le coefficient
Ok pour tous les vecteurs sauf pour le vecteur nul pour lequel on prend par exemple
1. La combinaison linéaire est nulle mais tous ses coefficients ne le sont pas, donc
la famille F est liée. O

Proposition 1.10. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille
d’une famille liée est lice.

Preuve. Encore une histoire de numérotation de vecteurs.

Proposition 1.11. Soit E un K-espace vectoriel et F = {vy,vs, ..., v, } une famille de E.
Alors F est libre si et seulement si, pour {\1, Ao, ..., AN} et {p1, po, .., pin} dans K,

A1U1 + AU + oo+ ApUy = p1U1 F foU2 + o iUy

implique Ay = i1, Ao = 2, ..y Ay = lp-
Preuve. C’est une application de la définition. L’égalité des deux combinaisons

linéaires s’écrit
n

i=1
et la famille est libre si et seulement si (1.1)) implique que tous les coefficients A; — p; sont
nuls. O

1.5.3 Bases et dimension

Définition 1.13. Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille F = {e1, ea, ..., €}
de n éléments de E est une base de E si F est une famille libre et génératrice de E.

Exemples.
1. Dans R :

(a) F1 = {1} est une base de R ;
(b) F2 = {0} n’est ni libre ni génératrice, ce n’est pas une base de R ;

(¢) F3 = {xo} pour zg € R donné, xy # 0, est une base de R.
2. Dans R3 :

(a) F4=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de R? ;
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(b) F5 = {(1,0,1), (0,1,1),(1,1,0)} également.
3. Dans R, [X] :

(a) F¢ ={1,X,..., X"} est une base de R,[X] ;
(b) Fr={1,(X —1),....,(X —1)"} également.

Proposition 1.12. Soit E un K-espace vectoriel et F = {ey, e, ...,e,} une base de E.
Soit x € E, alors x s’écrit de maniére unique sous la forme

r = )\161 + )\262 + ...+ )\nen,
c’est-a-dire que les scalaires Ay, X, ..., A, existent et sont uniques.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition [1.11] O
Mais en fait on a équivalence.

Théoréme 1.2. Soit E un K-espace vectoriel et F = {ey,eq,...,e,} une famille de n
vecteurs de E, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F est une base de E ;

(ii) pour tout x € E, il existe d’uniques scalaires A1, A2, ..., A, dans K tels que

xr = )\161 + )\262 + ...+ )\nen .

Preuve.
(i) = (i1) C’est la proposition précédente.

(i) = (i) L’existence des scalaires montre que F est génératrice. L’unicité est équiva-
lente au fait que F est libre. n

Théoréme 1.3. Soit E un K-espace vectoriel admettant une base B = {eq,...,e,} ayant
n éléments. Alors :

e une famille libre dans E contient au plus n éléments ;
e une famille génératrice de E contient au moins n éléments.
o [l suit que toutes les bases de E admettent exactement n éléments.

Preuve. Nous allons établir un résultat intermédiaire dont le théoréme sera une con-
séquence immeédiate.

Lemme 1.1. Soit E un K-espace vectoriel, soit F une famille libre finie et soit G une
famille génératrice finie. Alors £(G) > #(F).
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Preuve du lemme. On note F = {vy,...,v,} et G = {wy,...,w,}. On suppose que

n > p. Comme la famille G est génératrice, il suit que vy, ..., v, peuvent tous s’écrire
comme combinaisons linéaires de ey, ..., e,, i.e. sous la forme
v = )\1,1'(1]1 + )\1’211}2 —+ ...+ Al,pwn s

Vo = Wi+ Ag W + ... + Ao Wy,

Uy = A W1+ Apowa + 4 Ay pwp

On veut montrer que la famille F est nécessairement liée. Pour cela, on cherche gy, us,
...y [t nON tous nuls tels que

(101 + fovg + ..+ v =0 (1.2)
ce qui contredira le fait que la famille des v; est libre. L’équation (1.2)) s’écrit

(Arapn + Aaapee + oo 4+ A1 pin) Wy
(M 2p1 + Agopte + oo+ Apofin) W2

—|—()\17p,u1 + )\2’p/l2 + ...+ Amplﬁn)wp = OE .

On cherche une solution telle que tous les coefficients devant les w; soient nuls. On obtient
un systéme de n équations linéaires a k inconnues,

A+ Aoape + o+ Ay, = Ok
At + Aoppio + oo+ Apopln, = Ok

Mpttn + Xoptto + o + Xppttn = Ok

qui admet nécessairement une infinité de solutions non nulles du fait que £ > n. On en
déduit donc que F est liée, ce qui est contraire a I’hypothése. O
Revenons & la preuve du théoréme.

e Soit F une famille libre, alors §(F) < #(B) car B est génératrice.
e Soit G une famille génératrice, alors §(F) > §(B) car B est libre. O
Nous pouvons maintenant définir la notion de dimension.

Définition 1.14 (Espace vectoriel de dimension finie, infinie). Soit E un K-espace vec-
toriel.

e On dit que E est de dimension finie s’il existe une famille finie B de vecteurs de E
qut est une base de E.
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Si ce n’est pas le cas, on dit que E est de dimension infinie.

Définition 1.15 (Dimension). Soit E un K-espace vectoriel.

Si E est de dimension finie, soit B une base de E, alors on appelle dimension de
E, et on note dim E, le nombre d’éléments de B, i.e.

dim E = #(B).

Autrement dit, pour n € N donné, on a dim E = n si E admet une base ayant n
éléments.

Si E est de dimension infinie, on pose dim £ = 4o00.

Exemples.

{0k} est un K-espace vectoriel de dimension 0.

R est un R-espace vectoriel de dimension 1, C est un C-espace vectoriel de dimension
1.

R? et C sont des R-espaces vectoriels de dimension 2.

Pour n € N*, R" est un R-espace vectoriel de dimension n ; C" est un C-espace
vectoriel de dimension n et est aussi un R-espace vectoriel de dimension 2n.

L’ensemble
P={(z,y,2) €eR’; x+y+22 =0}

est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2.

L’ensemble
D={(z,y,2) €ER®; 2 +y+22z=0et x4+ 3y =z}

est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 1.
R,,[X] est un R-espace vectoriel de dimension n + 1.
R[X] est un R-espace vectoriel de dimension infinie.

L’ensemble des fonctions continues sur R & valeurs réelles est un R-espace vectoriel
de dimension infinie.

Résultats analogues sur C.

Théoréme 1.4. Soit E un K-espace vectoriel, on suppose que E admet une famille
génératrice finie, alors on peut en extraire une base.
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Preuve. D’une famille génératrice non libre, on peut enlever un vecteur pour obtenir
une autre famille génératrice. On répéte le processus jusqu’a obtenir une famille qui est
toujours génératrice mais qui est aussi libre (i.e. une base). C’est forcément le cas a
un moment, sinon on descend jusqu’a ’ensemble vide qui ne peut pas étre une famille
génératrice. O

Corollaire 1.1. Un K-espace vectoriel E est de dimension finie si et seulement si il admet
une famille génératrice finie.

Preuve. L’implication £ de dimension finie = il existe une famille génératrice finie
est claire. La réciproque est une conséquence directe du théoréme O

Théoréme 1.5 (de la base incompléte). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie,
toute famille libre de E peut-étre complétée en une base de E.

Preuve. On considére une famille génératrice de E contenant F, on en extrait une
base en enlevant des vecteurs et en prenant soin a chaque étape de n’enlever aucun vecteur
de F. O

Ce théoréeme permet de démontrer une caractérisation utile d’un espace de dimension
infinie.

Théoréme 1.6. Soit E un K-espace vectoriel, il est de dimension infinie si et seulement
st pour tout n € N*, E admet une famille libre ayant n éléments.

Preuve. Supposons que FE soit de dimension infinie. Soit ny dans N* tel que E
admette une famille libre ayant ny éléments. Pour ny = 1 on sait que c’est vrai, il suffit
de prendre une famille contenant un vecteur non nul de E. Soit

F=A{e1,...,en }

une telle famille. Elle ne peut pas étre génératrice, sinon ce serait une base et E serait de
dimension finie. Alors il existe x € E qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de
F. En conséquence, F U {z} est une famille libre de ng + 1 éléments dans E. Il suit par
récurrence que F admet pour tout n € N* une famille libre ayant n éléments.
Réciproquement, supposons que E admette pour tout n € N* une famille libre ayant
n éléments. Si E était de dimension finie £ € N, toute famille libre de E aurait au plus &
éléments, ce qui est contraire & 'hypothése. D’oul E est de dimension infinie. O

Théoréme 1.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. F est une base de E ;
2. F est une famille libre de n éléments ;

3. F est une famille génératrice de n éléments.
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Preuve. Par définition d’une base, on a 1. = 2. et 1. = 3. Supposons 2., si la famille
n’est pas génératrice, il existe x € E qui n’est pas combinaison linéaire des éléments de
F, alors F U{z} est une famille libre de n + 1 éléments dans E ce qui est absurde. Donc
2. = 3. et il suit donc aussi 2. = 1. Supposons maintenant 3., si la famille n’est pas
libre on peut en enlever un vecteur et conserver une famille génératrice, on obtient ainsi
une famille génératrice de n — 1 éléments dont on peut extraire une base. On trouve donc
une base ayant strictement moins de n éléments ce qui est absurde. Donc 3. = 2. et il
suit donc aussi 3. = 1. O

On remarque que les sous-espaces vectoriels d’un espace-vectoriel de dimension finie
sont nécessairement eux-mémes de dimension finie. On peut étre plus précis :

Proposition 1.13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit F' un sous-espace-
vectoriel de EI. Alors :

1. F est de dimension finiem < n ;
2. dimF =n si et seulement si F' = E.
Preuve.

1. Supposons que F' soit de dimension infinie, alors F' admet pour tout k& une famille
libre de k éléments. En particulier, pour & = n + 1, soit F une telle famille. Elle
peut étre complétée en une base de E qui contient strictement plus de n vecteurs.
C’est absurde. F' est donc de dimension finie. Soit B une base de F', c¢’est une
famille libre de E, elle admet donc au plus n éléments, d’ou le résultat.

2. Supposons dim F' = n et F' # E. Soit x € E \ F alors x n’est pas combinaison
linéaire des éléments d'une base B quelconque de F', donc B U {z} est un systéme
libre de n + 1 éléments, ce qui est impossible car dim £ = n. Il suit que F' = E. Et
bien siir si /' = F, on a bien dim F' = n. O

Proposition 1.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-
espaces vectoriels de E, alors

dim(F + G) < dim F'+ dim G.

Preuve. On prend la réunion d'une base de F' et d’une base de G. On a au plus
dim F' + dim G éléments et c’est une famille génératrice. D’ou le résultat. O
Plus précisément, on a

Théoréme 1.8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-
espaces vectoriels de E, alors

dim(F 4+ G) =dim F + dim G — dim(F N G) .
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Preuve. On prend une base B de F'N G, on la compléte en une base By de F' en
rajoutant dim F'— dim(F N G) éléments et on la compléte également en une base By de G
en rajoutant dim G' — dim(F N G) éléments. Alors By U By est une famille génératrice de
F + G est c’est aussi une famille libre par construction. C’est donc une base de F' + G.
Le nombre d’éléments qu’elle contient est

dim(FNG)+dim F—dim(FNG)+dim G —dim(FNG) = dim F —dim G —dim(FNG).
Ceci démontre le résultat. O]

Corollaire 1.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-
espaces vectoriels de E, alors dim(F + G) = dim F' + dim G si et seulement si F'+ G =
Faod.

On peut aussi caractériser aisément la dimension d’un produit d’espaces vectoriels de
dimension finie.

Proposition 1.15. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E X F
est de dimension finie et

dim(E x F) =dim E x dim F.

Preuve. On en donne simplement l'idée principale. Si Bg = {e, ..., e, } est une base
de E et Bp = {fi,..., fp} est une base de F, alors

{(ei, fj) hi<icn, 1<j<p

est une base de E X F' et elle contient n X p éléments. O]
On termine ce paragraphe avec une notion importante qui sera utilisée dans les
chapitres suivants : celle du rang d’une famille finie.

Définition 1.16. Soit E un K-espace vectoriel et F une famille finie de vecteurs dans
E. On appelle rang de F la dimension du sous-espace vectoriel Vect(F).

Remarque 1.5. Bien siir, le rang d’une famille de n vecteurs est inférieur ou égal a n.

1.6 Exercices
Ezxercice 1.1. On considére dans R? les trois sous-espaces vectoriels suivants :

Fl = {(1379;2)6R3,x+y:()},
F2 = {(x7y72)€R37x—i_y—i_Z:O;x"i_y_Z:O}a
F3 = {(Iayaz)€R37I+y+2207$_y:0}

1. Fi et Fy sont-ils supplémentaires?
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2. I et F3 sont-ils supplémentaires?

Ezercice 1.2. Les familles de vecteurs de R3 suivantes sont-elles libres? Sont-elles généra-
trices? :

1. F ={(1,0,2),(0,3,0),(2,0,1),(2,2,1)},
2. Fo= {(170a 2)? (27 174)}7
3. F ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

Ezercice 1.3. Dans R[X] on considére les sous-ensembles suivants :

I = {peR[X]; p(0)=0, p'(0) =0, d°(p) <2},
o= {peR[X]; p(0)=1, p'(0)=1, d°(p) <2},

Iy = {peR[X]; p(1) =0, p'(1) =0, d°(p) <2},

Fy o= {peR[X]; ()"(2)*=0, , d°(p) <2},

5 = {peR[X]; p0) =p'(0) =p"(0) =0, d°(p) < 3}.

1. Parmi ces sous-ensembles de R[X], lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R[X]?
2. Parmi ceux qui sont des sous-espaces de R[X], lesquels sont en somme directe?
3. Déterminer Fy + Fy, F3 + Fy, Fy + Fy + F5.

Exercice 1.4. Dans un espace vectoriel de dimension 4, on considére une famille F de 5
vecteurs. La famille F peut-elle étre libre? Peut-elle étre génératrice?

Exercice 1.5. On considére les sous ensembles de R? suivants :

= {(x,y,z)€R3;x:y:z},
F = {(m,y,z)ERS;x+z:O},
FS - {(I,y,Z)€R3;ZL‘2:y2}.

1. Fy, F,, F3 sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3?
2. Trouver une base de ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de R3.

Exercice 1.6. Soit les sous-ensembles de R? suivants :

o= {(xvyaz)€R3;x_|_y+Z:()},
B = {(w,y,2) R y=1al},

Fy = {(z,y,2) eR’; x =y, z=1},
Fy = {(v,y.2) eR*; w =y, 2= —uz}.

1. Fy est-il un sous-espace vectoriel de R3? Si oui donner une base de F}.
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2. F; est-il un sous-espace vectoriel de R?*? Si oui donner une base de F}.
3. Fj est-il un sous-espace vectoriel de R3? Si oui donner une base de Fj.
4. F; est-il un sous-espace vectoriel de R3? Si oui donner une base de Fj.

Ezercice 1.7. Dans R? on considére les sous-espaces vectoriels suivants :

o= {($,y>z)€R3;$+y:0},
B = {(z,y,2) eR*; 2 —y=0, z=0},
B = {(z,y,2) €ER*; 2 +y=0, 2=0}.

Déterminer les sous-espaces Fi + Fy, Fy + F3 et Fy + F3 et en donner des bases.

21
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Chapitre 2

Résolution de systémes linéaires

On présente dans ce bref chapitre la méthode de Gauss qui est utile dans de nombreux
exercices dés la fin du chapitre 1.

2.1 La méthode de Gauss

Un systéme linéaire général de n équations a k inconnues s’écrit sous la forme suivante :

a11%1 + A12T2 + ... + A1,y = Y1,
(S) A21T1 + A22T2 + ... + A2 Ty, = Y2,
AE1T1 + Ap2X2 + ... + ATy, =  Yi,

ou les a;; et les y; sont des coefficients fixés dans K et les x; sont les inconnues que 1'on
cherche dans K. La méthode de Gauss est une méthode systématique pour résoudre un
tel systeme. L’idée est de se ramener a un systéme dit triangulaire supérieur qui sera trés
facile a résoudre. La méthode est décrite par I'algorithme suivant.

L’algorithme de Gauss On note Ly, Lo, ..., L les lignes du systéme.

Premiére étape : variable x;. On cherche une ligne dans laquelle le coefficient de z;
est non nul, c’est-a-dire qu’on cherche iy tel que a;,; # 0.

e Si on n’en trouve pas, c’est que la variable x; n’apparait pas dans le systéme,
on passe alors a I’étape 2.

e Si on trouve un tel i, on garde la ligne L;, du systéme et on l'utilise pour
éliminer la variable z; des autres lignes de la fagon suivante : pour j # i, on
remplace la ligne L; par

a/A
L;— 2L

igl

i -

On se retrouve avec un systéme équivalent au premier, constitué de la ligne L;, et
d’'un sous-systéme de £ — 1 équations avec n — 1 inconnues.

23
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Deuxiéme étape : deuxiéme variable. C’est la méme que 'étape 1 mais appliquée
a la variable x5 et au sous-systéeme de £ — 1 équations avec n — 1 inconnues.

Ainsi de suite avec les variables z3, ..., z,.

Reésolution. Le systéme est alors dans une forme o1, s’il y a des solutions, on peut les
trouver en remontant de la derniére a la premiére équation.

Nous énoncons maintenant des propriétés sans les démontrer. Nous verrons la preuve de
ces résultats au chapitre suivant.

Proposition 2.1 (Conditions d’existence et d’unicité des solutions). On note F =
{v1,v9, ..., 0.} la famille des vecteurs de K™ des coefficients des équations, i.e.

U = (Cm, iy ey Qin) -
1. Sin >k et la famille F est libre, alors le systéme admet une infinité de solutions.
2. Sin =k et la famille F est libre, alors le systeme admet exactement une solution.

3. St la famille F nest pas libre (par exemple si n < k), alors en général le systéme
n’admet pas de solution, mais cela dépend des cas.

2.2 Exercices

Ezercice 2.1. Résoudre le systéme suivant :

2x 4y = 1
T+2y+z = -1
y+2z4+t = 1

z+2t = —1



Chapitre 3

Applications linéaires

3.1 Definitions

Définition 3.1. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : E — F est
dite linéaire st pour tout x,y € E et \,u € K, on a

fQa + py) = Af (@) + pf(y) -
On dira aussi que f est un homomorphisme. De méme, on dira que f est un :
e endomorphisme si = F et [ est linéaire ;
e isomorphisme si f est linéaire et bijective ;
e automorphisme si E = F et f est linéaire et bijective.

Remarque 3.1. On voit en particulier que si f est linéaire, alors f(0) = 0.

Exemples. Applications linéaires de R dans R, de R? dans R?, homotéties, rotations.

Définition 3.2. Une application linéaire d’un K-espace vectoriel E dans K est appelée
forme linéaire sur E.

Définition 3.3. Soit E et F' deur K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. On appelle :

e noyau de [ et on note Kerf, le sous-ensemble de E
Kerf i= {z € B; f(x) =0} ;
e image de f et on note Imf, le sous-ensemble de F
Imf :={f(z); x € E}.

Notations. On notera L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de FE dans F' et
L(E) 'ensemble des applications linéaires de E dans lui-méme.

25
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3.2 Propriétés
Proposition 3.1. Soit E' et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire, alors :

1. Kerf est un sous-espace vectoriel de E ;

2. Imf est un sous-espace vectoriel de F ;

3. st G est un sous-espace vectoriel de E, alors

[(G)={f(z); z € G},
est un sous-espace vectoriel de F'.

Preuve. On montre 1. et 3. en appliquant la caractérisation des sous-espaces vecto-
riels. 2. est bien str une conséquence de 3. O

Théoréme 3.1. Soit E et ' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire, alors f est injective si et seulement si Kerf = {0}.

Preuve. On suppose que f est injective, c’est-a-dire que x # y entraine f(z) # f(y),
ce qui revient & dire que f(x) = f(y) entraine z = y. En particulier, il suit que si f(z) =
alors x = 0 car f(0) = 0.

Réciproquement, supposons que Ker f = {0} et considérons z et y tels que f(z) = f(y).
Alors par linéarité de f, f(x —y) = 0, c’est-a-dire que = — y appartient au noyau de f.
Donc, x = vy, et il suit que f est injective. O

Proposition 3.2. Soit E et F' deuzx K-espaces vectoriels, L(E, F) est un K-espace vec-
toriel.

Preuve. On vérifie une a une toutes les propriétés, il n’y a pas de difficulté mais c’est
un peu long. O

Proposition 3.3. Soit E, F et G des K-espaces vectoriels.
1. Soit f € L(E,F) et g€ L(F,G), alors go f € L(E,G).
2. Soit f € L(E,F) un isomorphisme, alors f~' € L(F, E).
Preuve.

1. On utilise successivement la linéarité de f et de g :

of(Ar+py) = g(fOx+py))

( f(z) + ng(y)) par linéarité de f
Ag(f(x)) + p.g(f(x)) par linéarité de g

= Ago f(z)+ngo f(y)

d’ou le résultat.
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2. Soit u,v € F et A\, u € K. Comme f est un isomorphisme, f admet une application
réciproque ; on pose = := f~(u) et y := f~!(v). On calcule alors

fHOu+ ) = (@) + pf(y)
= [z + py))
= \r+uy
= M7uw) +pf (). O

3.3 Bases, dimension et isomorphismes

On commence par remarquer qu'une application linéaire est entiérement caractérisée par
les images des vecteurs de base.

Théoréme 3.2. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, on suppose que E est de dimension
finie. Soit B ={ey,es,...,e,} une base de E et { f1, fa, ..., fn} une famille de vecteurs de F',
alors il existe une unique application linéaire L de E dans F' telle que, pourt=1,2,...,n
on ait L(e;) = fi.

Preuve. Commencons par supposer qu’une telle application existe. Soit z € FE,
on le décompose sur la base B : il existe d'uniques \;, Ao, ...,\, dans K tels que z =
Aer + Aoes + ... + A\ye,. Alors on a par linéarité

L(l’) = )\1L(€1) + )\2[/(62) + ...+ /\nL(€n> = )\1f1 + )\2f2 + ...+ )\nfn . (31)

Ceci montre I'unicité de 'application L. Maintenant, si on définit L par la partie droite
de la formule (3.1)), c’est-a-dire

pour x = Aje; + Ages + ... + A€, alors la formule définit une application linéaire
L qui vérifie L(e;) = f; pour i = 1,...,n (la vérification de la linéarité est laissée en
exercice). O

Ce théoréeme a des conséquences importantes pour la vérification de propriétés d’une
application linéaire comme l'injectivité et la surjectivité.

Corollaire 3.1. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, E étant supposé de dimension
finie n, B = {ey,eq,...,e,} une base de E et L € L(E,F). On considére la famille des
vecteurs de F' images des éléments de B :

F :={L(e1), L(e2), ..., L(ey)} .
Alors :

1. F est une famille génératrice de Im L ;
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2. conséquemment, Im L est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie et de
plus dim (Im L) < n ;

3. L est injective si et seulement si F est une famille libre de F' ;

4. L est surjective si et seulement si F est une famille génératrice de F ;
5. L est bijective si et seulement si F est une base de F'.

Preuve.

1. Soit x € E, il se décompose de maniére unique sur la base :
r = )\161 + ...+ )\nen,

d’ou il suit que
flz)=Aifler) + ...+ Auflen) .

Donc tout élément de Im f est combinaison linéaire des éléments de F. Ceci dé-
montre 1.

2. suit directement de 1.

3. Supposons que F soit une famille liée. Alors il existe Ay, ..., A, non tous nuls tels
que
AMfler) + ...+ \f(en,) =0,

c’est-a-dire
f ()\161 + ...+ )\nen> =0.

De plus, comme les \;, i = 1,2, ..., n ne sont pas tous nuls et comme B est une base,
le vecteur A\je; + ... + \pe, est non nul. Il suit donc que f n’est pas injective.

Réciproquement, supposons que f n’est pas injective, alors il existe un x € E non
nul tel que f(z) =0. On décompose z sur la base B :

r=Mep+ ... + \pen
avec A1, ..., A, non tous nuls. Il suit que
Mfler) + ...+ A flen) =0
et la famille F est donc liée. Ceci démontre 3.

4. On a vu que F est une famille génératrice de Im f. Et de plus f est surjective si et
seulement si Im f = F. D’ou le point 4.

5. est une conséquence des deux points précédents. O

Ceci implique un résultat fondamental.
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Théoréme 3.3. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimen-
sion finie et qu’il existe un isomorphisme de E dans F. Alors F est de dimension finie
et dim £ = dim F'.

Preuve. C’est une conséquence directe du point 5 du corollaire précédent. O]
On a aussi une autre conséquence simple mais utile :

Corollaire 3.2. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, on note n =
dimE et p=dim F. Soit L € L(E,F).

1. Sin < p alors L n’est pas surjective.
2. Sin > p alors L n’est pas injective.

De plus, a l'aide de la caractérisation des bases donnée dans le théoréme [I.7], on peut
donner une caractérisation des isomorphismes.

Théoréme 3.4. Soit F et F deuxr K-espaces vectoriels de dimension finie ayant méme
dimension et soit L € L(E, F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L est un isomorphisme de E sur F' ;
(i1) L est injective ;
(111) L est surjective.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoréme [I.7) et du corollaire 3.1} [

Remarque 3.2. En particulier, ce théoréme s’applique aux endomorphismes sur un espace
vectoriel de dimension finie. Attention toutefois, si la dimension est infinie, ce n’est plus
vrai et on peut trouver des contre-exemples!

On a un théoréme essentiel relatif aux dimensions et aux applications linéaires, c’est
le théoréme du rang.

Théoréme 3.5 (du rang). Soit E et F' deuz K-espaces vectoriels. On suppose que E est
de dimension finie. Soit L € L(E, F), alors

dim £ = dim (Im L) + dim (Ker L) .

Preuve. Le cas ou L = 0 est immédiat et le résultat du théoréme est clairement
vérifié du fait que Ker L = F et Im L = {0}. Lorsque L # 0, son noyau est différent de E
et il existe alors un sous-espace supplémentaire de Ker L dans £. Nous allons énoncer un
résultat tout aussi important que le théoréme du rang et dont celui-ci sera une conséquence
simple.

Lemme 3.1. Sous les hypothéses du théoréeme, en supposant de plus que L # 0, on
considére G un sous-espace vectoriel supplémentaire de Ker L. Alors la restriction de L
a G est un isomorphisme de G sur Im L.
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Preuve du lemme. L est injective sur G. En effet, soit € G tel que L(z) = 0 alors
x € GNKerL = {0} et donc x = 0. De plus, pour tout x € E, on a la décomposition
unique
r=y+z,yeKerl, z€G

et
Ly+z)=L(y) + L(z) =0+ L(z) = L(2) ..

Donc tout élément de Im L est I'image par L d'un élément de GG. L est donc bijective de
G sur Im L. O]

On déduit du lemme précédent que dim G = dim Im L et de plus, comme G et Ker L
sont supplémentaires, on a dim G + dim Ker L = dim E. D’ou le Théoréme du rang. [

3.4 Projections et symétries

On considére un K-espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F
et G. Dans cette situation, tout élément x de E s’écrit de maniére unique sous la forme

r=zxp+zxg, rr € Fetaxged.

Dire que cette décomposition est unique signifie qu’a un x donné est associé un unique
rr et un unique zqg, que 'on peut considérer comme les “composantes” de x sur F' et sur
G. L’exemple typique de ce genre de décomposition est le suivant : E = R?, I est laxe
des abscisses et G 'axe des ordonnées, c’est-a-dire

F={(z0); 2eR}, ¢={(0,y); y eR}.

Tout vecteur (z,y) de R? se décompose de maniére unique en la somme d’un élément de
F et d’un élément de G et cette décomposition s’écrit

(z,y) = (,0) + (0, y).
L’unicité de la décomposition permet de définir les applications suivantes.

Définition 3.4. On se place dans la situation générale décrite ci-dessus, avec E, F' et G
tels que E = F & G et pour x € E quelconque, on note xp et xg ses composantes sur F

et G.

1. On appelle projection sur F' parallelement a G application qui ¢ x € E associe xp.
On note cette application Pr.

2. De méme, on appelle projection sur G parallélement a F' ['application qui a v € E
associe rg. On note cette application Pg.

3. On appelle symétrie par rapport a F parallélement a G application qui ¢ x € E
associe xp — xg. On note cette application S.
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4. De méme, on appelle symétrie par rapport a G parallelement a F [’application qui
ax € E associe —xp + xg. On note cette application Sg.

Proposition 3.4. Dans la situation de la définition précédente, les applications Pr, Pg,
Sr et Sg sont linéaires. De plus elles ont les propriétés suivantes :

1. Ker P =G, ImPr=F={x € FE; Ppx =1z} ;

2. KerPo=F, ImPo=G={x€FE; Pox =1z} ;

3. Ker Sp ={0}, ImSp=F ;

Ker Sg = {0}, Im S = F ;

F={xeFE; Spr=a},G={x € E; Spr=—za};
F={x€FE; Sgov =—z},G={x € E; Sgx ==z} ;
Pr+ Py—1d ;

Py — Po = Sp, Po — Pp=5¢ ;

ST T S R B o

PFOPGIPGoPFIO;
10. SFOSG:SGOSF:—Id.

Preuve. C’est un ensemble d’exercices qui sont des applications de la définition des
sous-espaces vectoriels supplémentaires. Quelques uns seront traités en cours et en TD si
on le souhaite. O]

Les projections et symétries ont d’autres propriétés importantes dont on va voir qu’elles
les caractérisent.

Proposition 3.5. Dans la situation de la définition précédente, on a
1. PFOPFIPF, PGoPGZPG 5
2. SpoSp=1d, on dit que Sg est une involution, de méme bien sir Sg o Sg = Id.

Preuve. La preuve est encore un exercice d’application des définitions. O
On a en fait un résultat beaucoup plus fort :

Théoréme 3.6. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit P un endomorphisme de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) PoP=P;

(i) P est une projection, c’est la projection sur Im P et parallélement & Ker P.

2. Soit S un endomorphisme de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) SoS=1d ;

(ii) S est une symétrie, si on note
F={zxeFE; Sx=xz2}, G={re€ E; Sx=—xa},

S est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

Preuve. Dans les deux cas, on a déja vu que (i7) = (7). On ne démontre donc que

les implications réciproques.

1. Considérons une application linéaire P de E dans lui-méme telle que Po P = P.

Montrons que £ = Im P & Ker P. Soit x € E, on a
x=Px+z— Pr, (3.3)

et on a clairement que Px € Im P et x — Px € Ker P. Reste a voir que Im PNKer P
est réduit a {0}. Soit x € Im P N Ker P, il existe y € E tel que x = Py. Il suit que

0= Px=P(Py)=Py==x.

D’ou E = Im P @ Ker P. La décomposition ({3.3) est donc unique et P est bien la
projection sur Im P parallélement a Ker P.

. On considére maintenant une application linéaire S de E dans lui-méme telle que

S oS =1Id. On pose
F:={zxeFE; Sc=z}, G={x € E; Sx=—x}.

Montrons que ' = FF@ G. Pour x € E, on a
1 1
x:§(x+5x)+§(x—5x), (3.4)
et 3 (x+Sz) € Feti(x—Sz) e G De plus, par définition, F NG = {0}. La
décomposition (3.4]) est donc unique, il suit que
1 1
5(3:—1—535) = Przx et 5(3:—8;5) = Pgr.

Donc, on en déduit que S = Pr — P et c’est bien la symétrie par rapport a F
paralléelement a G. O

3.5 Exercices

Ezercice 3.1. Parmi les applications de R? dans R suivantes, dire lesquelles sont linéaires
et lesquelles ne le sont pas :

Ll(l‘,y):l’y, Lg(x,y):x—i—y, L3<l’,y):1+l’, L4((L’7y):3]3
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Ezercice 3.2. On considére P'application linéaire L de R? dans R? telle que :
L(1,0,0) =(2,3,2), L(0,1,0) =(1,0,1), L(0,0,1) =(0,1,0).
1. Déterminer I'image de L.
2. Déterminer L(z,y,z) pour (x,y,z) € R3.
3. Déterminer le noyau de L.
FEzercice 3.3. Soit L I'application de R? dans R? définie par
L(z,y)=(z+y,—x—y,x).
1. Montrer que L est linéaire.
2. Montrer que L est injective.
3. L est-elle surjective?
FEzercice 3.4. Soit L I'application linéaire de R? dans R? définie par
L(z,y,2) = (x+2z,—z+y,y+ 2).
1. Déterminer les vecteurs V; = L(1,0,0), Vo = L(0,1,0) et V3 = L(0,0,1).
2. La famille {V}, V5, V3} est-elle libre?
3. L est-elle surjective?
4. Trouver une base de Im(L).
Ezercice 3.5. Soit I'application L : R3® — R3 définie par
L(z,y,2) = (x+y,z+ 2,9+ 2).
1. Montrer que L est linéaire.
2. L’application L est-elle un isomorphisme de R3?

FExercice 3.6. Les applications linéaires suivante sont-elles surjectives? Sont-elles injec-
tives?

o Ly : R2 =R Li(z,y) = (v +y,20 —y,x + 3y),
L4 L2 : RS%RQ; Lg(x,y,z)z(x+y,x+y+z),

o Ly : RS 5 R2 Ly(z,y,2) = (20 + 2y + 22,2+ y + 2).
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Ezercice 3.7. Soit L I'application linéaire de R? dans R3 définie par
L(z,y,z) = (x+y+2z,2+z,x —y).
1. Déterminer les vecteurs V; = L(1,0,0), Vo = L(0,1,0) et V3 = L(0,0,1).
2. La famille {V;, V5, V3} est-elle libre?
3. L est-elle surjective?
4. Trouver une base de Im(L)
FEzercice 3.8. Soit application de R? dans lui-méme définie par
L(z,y,z) = 2x+y+z2,2x+y—z,x+vy) .
1. Montrer que L est linéaire.
2. Déterminer le noyau de L et en déduire la dimension de I'image de L.
3. Trouver une base de Im L.
FEzercice 3.9. On considére Iapplication linéaire L de R?® dans lui-méme définie par
L(z,y,2) = (x +y,y + 22,2 + 2y + 22).
1. Déterminer le noyau de L.
2. En déduire la dimension de Im (L).
3. Trouver une base de Im (L).
Ezercice 3.10. Soit I'application de R? dans lui-méme définie par
L(z,y) =0,y —z) .
1. Montrer que L est linéaire.
2. Déterminer Lo L.

3. En déduire que L est une projection sur une droite que ’on déterminera, paralléle-
ment & une autre droite que I'on déterminera.

Ezercice 3.11. Soit I'application de R? dans lui-méme définie par
1. Montrer que L est linéaire.

2. Déterminer Lo L.
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3. En déduire que L est une symétrie sur une droite que ’on déterminera, parallélement
a une autre droite que 'on déterminera.

Ezercice 3.12. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4 muni d’une base B = {ey, €3, 3, €4}.
Soit f une application linéaire de £ dans lui-méme telle que

fler) =er+ex+estes, fled) =e1 —ea+e3—ey,

fles) =—e1+ex+e3—eq, fled) =e1 —e2—e3+eq.

L’application f est-elle un isomorphisme de E?

Exercice 3.13. Soit E = P,[R] le R-espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal & n. On considere 'application L qui & p € E associe le
polynéme L(p) défini par L(p)(x) = zp'(z).

1. Montrer que L est une application linéaire de £ dans lui-méme.
2. Déterminer le noyau de L.

3. En déduire la dimension de I'image de L.

4. Déterminer I'image de L.

Ezercice 3.14. Soit E = P[R] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On
considére I'application ® qui & p € F associe le polynéme ®(p) = p’. On admettra que P
est linéaire de E' dans lui-méme.

1. ® est-elle injective?

2. ® est-elle surjective?
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Chapitre 4

Matrices

4.1 Matrice d’une application linéaire

On considére E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, dim £ = n, dim F' = p.
On considére une base de F

BE — {617627 ceey en}

et une base de F
BF - {flaf?v"')fp}‘

On considére L € L(E, F). L'image par L du i-éme vecteur de base e; est un élément
de F' et peut donc se décomposer sur la base Br. On écrit la décomposition de la fagon
suivante :

L(ej) = arjfr +agjfo+ ... +apfp-

On remarque que l'application L est entiérement déterminée par la collection des coeffi-
cients {a;; }1<i<p, 1<j<n- En effet, si z € E, il se décompose de maniére unique sur la base
B sous la forme

r = )\161 + )\262 —+ ...+ )\nen

et L(z) s’écrit alors sous la forme

L) =D NLles) =33 auhsfi= (Z m) fi- (4.1)

i=1 i=1 i=1 =1

Définition 4.1. On appelle matrice de L dans les bases Bg et Br, le tableau A de p
lignes et n colonnes dans lequel la collection des coefficients a;; est organisée de la fagon
suvante :

a1 Q12 . . . Qin

a21 Q29 . . . dA9pn
A=

Ap1 Qp2 . . . GQpp

37
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On a rangé les coefficients de telle sorte que la j-éme colonne représente les composantes
de L(e;) dans la base Bp.

Exemples. On prendra notamment les exemples les plus simples de projections et de
symétries dans R? avec les bases canoniques.

4.2 Matrices, produit de matrices

Définition 4.2. Une matrice A a n lignes et k colonnes (on parlera de matrice n X k) a
coefficients dans K est un tableau de la forme suivante :

ajr Q12 . . . Qg

21 Q22 . . . Qo
A= ,

Ap1 QAp2 . . . Ak

ou les coefficients {a;;} sont dans K.

Définition 4.3. Soit n € N* et k € N*, on notera M,;(K) l’ensemble des matrices a
n X k a coefficients dans K. Cet ensemble est muni d’une addition et d’une multiplication
par un scalaire définies comme suit : soit

ann aiz . . . Q1 bin bz . . . bk
Gg1 Q22 . . . Q2 bar bay . . . by
A= | et B=
aAp1 Ap2 . . . Qpk bnl bn2 P bnk
deux éléments de M,;(K), soit A € K
app +biy app+bi .. . ay + b
a1 +ba1 Gy +bay . . . ag, + by
A+ B— . . . ’

an1 + bnl an2 + an N + bnk

c’est-a-dire qu’on fait la somme coefficients par coefficient, et

)\CLH /\CL12 [ )\alk
/\CL21 /\agg . /\(lgk

A — . . . 7

)\anl )\(]JnQ Coe /\ank
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c’est-a-dire qu’on multiplie tous les coefficients par .

Proposition 4.1. L’ensemble M,;(K) muni des deux lois ci-dessus est un K-espace
vectoriel de dimension n X k.

Preuve. Elle est immédiate. On 'admettra. O
On peut définir une autre opération entre matrices : le produit.

Définition 4.4. On considére n, k,p € N* et deux matrices

a1 a2 . . . Ak b11 b12 Coe . blp
a21 Q29 . . . Ak b21 bgg Coe . bgp

A= ' ’ ) c Mnk(K) , B= ' ' ' c Mkp(K) .
ap1 Ap2 . . . Qpg bkl bkg Coe bkp

On définit le produit de A et de B comme la matrice C' € M,,,(K)

C11 C12 Cip

Ca1 €22 Cop
C= ’ ,

Ch1 Cp2 - . . Cpp

ot les coefficients de C' sont donnés par

k
Cij = E aikbkja
m=1

c’est-a-dire que c;j est donné par le “produit scalaire” de la i-éme ligne de A et de la j-eme
colonne de B.

4.3 Lien avec les applications linéaires

Tout d’abord, & toute matrice n x k & coefficients dans K, on peut associer une application
linéaire dont elle est la matrice.

Proposition 4.2. Soit A € My, (K), E un K-espace vectoriel de dimension n, on con-
sidere By = {eq, ez, ...,e,} une base de E, soit F' un K-espace vectoriel de dimension k,
Br ={f1, f2, ., [} une base de F. Il existe une unique application linéaire L € L(E, F)
ayant A pour matrice relativement aux bases Bg et Br. Elle est définie par

k

L@j = Z aijfi .

i=1
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Preuve. La démonstration est évidente, elle suit de la définition de la matrice d’une
application linéaire relativement & un choix de base et du théoréme (3.2 O

On effectue maintenant le lien entre une combinaison linéaire d’applications linéaires
et la combinaison linéaire des matrices associées.

Proposition 4.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Bg une base de E, soit
F un K-espace vectoriel de dimension k, Br une base de F', soit Ly, Ly deux applications
linéaires de E dans F, soit A\, € K, soit Ay, Ay € My, (K) les matrices de Ly et Lo
relativement aux bases Bg et Br. Alors la matrice de N\Li + Lo relativement aux bases
Bg et Br est AA; 4+ pAs.

Preuve. Evidente. []

On va voir que dans le cadre des applications linéaires entre espaces vectoriels de di-
mension finie, lorsqu’on choisit des bases dans I'espace de départ et dans I'espace d’arrivée,
le produit matriciel intervient naturellement pour exprimer l'image d’un vecteur quel-
conque. De méme la matrice de la composée d’applications linéaires sera obtenue en
effectuant le produit des matrices de chaque application linéaire.

Proposition 4.4. Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, on note n
la dimension de E et p la dimension de F'. On considere By = {ey, ...,e,} une base de E
et Br ={f1,..., [} une base de F'. Soit L € L(E,F) etv e E. On peut écrire le vecteur
v dans la base Br comme le vecteur colonne

(%1
V2

Un
ce qui signifie que V' s’écrit
V=161 + V2€y + ... + Ve, .

On note A la matrice de L dans les bases B et Br :

ay a2 . . . QAp

21 Q29 . . . Q9pn
A=

Qp1 Qp2 . . . GOpp

On appelle w = L(v) limage par L de v. Son expression dans la base Br sera notée

w = wiey + weey + ... + wpe,
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et représentée par le vecteur colonne

w1y
W2

Wn,

Alors W est donné par le produit matriciel de A par V', c’est-a-dire W = AV,

Preuve. On rappelle la signification de la matrice de L : la j-éme colonne de A est
le vecteur des composantes de L(e;) dans la base By, c’est-a-dire

L(ej) = Zaijfi .

=1

On écrit maintenant L(v) :

L(v) = Z v;L(e;)

n

= Z Uj Zl aij fi

- Z (Z aij“j) fi

et on vérifie que AV est une matrice p x 1, ¢’est-a-dire un vecteur colonne a p composantes,
RN . n
et que la i-¢me composante est bien > 5 a;;v;. O

Proposition 4.5. On considére E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie,
n=dmkFE, k =dimF, p = dimG, Bg une base de E, Br une base de F', Bg une base
de G. Soit Ly € L(E,F), Ly € L(F,G), on note A € My, (K) la matrice de Ly dans
les bases Bg et Bp et B € My (K) la matrice de Ly dans les bases Bp et Bg. Alors
la matrice C € M, (K) de Ly o Ly dans les bases Bg et Bg est donnée par le produit
matriciel C = BA.

Preuve. On note {ey, ..., e,} les vecteurs de la base Bg, {fi, ..., fx} les vecteurs de la
base Br et {g1, ..., gp} les vecteurs de la base Bg. Si on note C' la matrice de Ly o Ly dans
les bases B et Bg, le coefficient C;; est le coefficient selon g; de la décomposition sur la
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base B, du vecteur Ly o Ly(e;). Ecrivons ce vecteur en détails :

LyoLi(ej) = La(Li(ey))

k
= Ly (Z aljfl)
=1

et on voit que le coefficient devant g; est bien le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne de la matrice BA. O

4.4 Changement de base

On considére F un K-espace vectoriel de dimension n et deux bases de F

By ={ei, ez, ...en}, B ={f1, fo, -, fu}-

On peut décomposer les vecteurs de la base B, sur la base By : on note

fi = puer+pues+ ...+ pniey,
fo = piger + pases + ... + pp2ey,,

fn = Pin€1 + DP2n€2 + ... +pnn€n . (4

Considérons maintenant un vecteur v € E et sa décomposition dans la base B :

V= )\1f1 —+ )\2f2 + ...+ /\nfn .

En utilisant (4.3)), on peut en déduire la décomposition de v sur la base B; :

v = A (puer +paes+ ...+ puien)
+A2 (p12€1 + poea + ... + Pnoen)
+... + A (P1n€1 + pones + oo + Punén)
= (puuA1 +pi2Ae + ... + p1an) €1
+ (P21 A1 + p22da + ..+ Do) €2
+ooo 4+ (P11 + Prode + oo+ Dann) € - (4.4)
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Si maintenant on définit la matrice

P11 P12 - - - Pin
P21 P22 - . . DPon
P =
Pn1 Pn2 - - - DPnn
et les vecteurs colonne
At
A2
W =
An
et
M1
H2
V =
fn,
ou

V= 11 + Uge2 + ... + Unen,

alors (4.4) peut s’exprimer sous forme de produit de matrice de la fagon suivante :
V=PW.
On énonce ce résultat sous forme d’un théoréme avec des notations plus explicites :

Théoréme 4.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n sur lequel on considére
deux bases

Bl = {61,62, ...,Gn} et 82 = {fl;fZ) ,fn} .

On définit la matrice Pg, p, contenant les composantes des vecteurs de la base By dans la
base By rangées en colonne :

P11 P12 - - . DPin
P21 P22 - . . DPon

PBLB2 =

Pn1 Pn2 - - - DPnn
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o
fi = puei +Dpaes+ ...+ pniey,
fo = piger + pases + ... + ppoey,
fn = Pin€1 + Pon€2 + ...+ Prn€n -

Soitv € E, le vecteur colonne Vg, de ses composantes dans la base By s’obtient en fonction
du vecteur colonne Vg, de ses composantes dans la base By par le produit matriciel :

VBI = PBLBQ VB2 :

Définition 4.5. La matrice Pg, g, ci-dessus s’appelle la matrice de passage de la base By
a la base By.

Remarque 4.1. Noter que l'ordre des bases dans la notation est naturel.

La proposition suivante est une conséquence de la définition d’une matrice de passage.
Proposition 4.6. Si on dispose de trois bases By, By et By sur E, on a les identités
Py, 5,Pp, 8, = P, 85 -
En particulier, il suit que
Pg, g, P, 3, = I, €t P, 3, P, 8, = In

ou I,, est la “matrice identité” d’ordre n

1 0. . .0

01 0
I =

oo . . .1

Lorsqu’on applique la matrice identité a un vecteur (par produit matriciel avec le vecteur
colonne) le vecteur reste inchangé.

Ce qui précéde a une application directe au calcul de la matrice d’'une application
linéaire lorsqu’on change les bases dans les espaces de départ et d’arrivée.

Théoréme 4.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F un K-espace vectoriel
de dimension k. On considére deux bases de E

BE = {61762, ~-'76n}7 B% = {7}1702; "'7U'n,}
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et deuz bases de F

B}? = {fhf% "'7fk}7 812? = {wl,UJQ, ,wk} .

Soit L € L(E,F), on considére A € My, (K) la matrice de L relativement aux bases Bgy
et Bpy et B € My, (K) la matrice de L relativement aux bases Bpy et Bpy. Alors on a la
relation suivante

B = PB%,B;APB};,B% .

Remarque 4.2. Une fagon plus lourde d’écrire cette relation mais qui a un avantage du
point de vue mnémotechnique est la suivante : on écrit

A = Matp g (L), B =Matp s (L),

pour “matrice de L relativement aux bases etc...”. On a alors

Matpz 52 (L) = Pgz2 g1, (Matzle,B}g(L)) P 52

et on voit que les bases se suivent dans I’écriture dans un ordre logique.

On a un résultat évident mais important.

Proposition 4.7. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n, n € N* et L € L(E) un
endomorphisme de E. Soit B une base de E et A la matrice de L dans la base B, i.e.
A = Matgg(L). Alors A =1, si et seulement si L = Idg.

4.5 Exercices
Ezercice 4.1. On considére les applications suivantes :

L : RR=R? | Li(z,y) =0,y —x);

Ly : R 5 R? | Ly(w,y) = (20 — 3y, — 2y);

Ly : R" = R" |, L3=Idgn;

Ly R*= R | Ly(x,y) = (v —y,y —x,2x — 4y).

Déterminer leurs matrices dans les bases canoniques des espaces de départ et d’arrivée.

Exercice 4.2. Soit A € Ma3(R) et B € M35(R) données par
1 1

(32 Yoo=(o o

2 0

Calculer AB et BA.
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Ezercice 4.3. On considére Papplication linéaire L; de R? dans R? et application linéaire
Ly de R? dans R? définies par :

Ll(xayaz) = (I—29+27—$+29—27$—29+Z>> L2($,y,Z):($+y,ZE—Z,y+Z)

On munit R? et R? de leurs bases canoniques.

1.
2.
3.

4.

Déterminer la matrice de L;.
Déterminer la matrice de Ls.
Déterminer la matrice de L o L.

Déterminer la matrice de L o Lo.

Ezercice 4.4. On considére B; = {e},eq,e3} la base canonique de R3 (c’est-a-dire que
e1 = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 = (0,0,1)) et By = {f1, fo, f3} la base de R? définie par
fl - (]-727 1)7 f2 - (]-7 _]-70>7 f3 = (17070>

1.

2.

Ecrire la matrice de passage Py g .

Exprimer e; en fonction de f3, puis exprimer ey en fonction de f3 et fo. KEnfin,
exprimer e; en fonction de fi, fo et fs.

En déduire la matrices de passage Py, . -

. Soit le vecteur V' = (1,2, 3). Déterminer ses composantes dans la base B;.

Soit I’application linéaire L de R? dans R? définie par
On note By = {g1, g2} la base canonique de R?, c’est-a-dire g, = (1,0), g» = (0, 1).

(a) Déterminer la matrice de L de la base By dans la base Bs.

(b) Déterminer la matrice de L de la base By dans la base Bs.

Ezercice 4.5. On considére Papplication linéaire L; de R?® dans R? et ’application linéaire
Ly de R? dans R? définies par :

1.
2.
3.
4.

Li(z,y,z) = (x —2y,3x —y + 2), La(x,y) = (v +y,x + 2y, 3y) .
Déterminer la matrice de L; dans les bases canoniques de R? et de R2.
Déterminer la matrice de Lo dans les bases canoniques de R? et de R3.
Déterminer la matrice de Ly o L; dans la base canonique de R3.

Calculer Ly o Ly(z,y, 2).
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Exercice 4.6. On considére B; = {e1, 5} la base canonique de R? (c’est-a-dire e; = (1,0)
et ea = (0,1)) et By = {f1, fo} la base de R? définie par f; = (1,2), fo = (1,—1).

1. Déterminer les matrices de passage Pp, s, et Pg, 5,-
2. Soit le vecteur V' = (2, 3). Déterminer ses composantes dans la base Bs.
3. Soit I'application linéaire L de R? dans lui-méme définie par
L(z,y) = (x +y, 2 —y).
(a) Déterminer la matrice de L dans la base B;.
(b) Déterminer la matrice de L dans la base Bs.
Ezercice 4.7. Soit I'application L : R3® — R3 définie par
L(z,y,2) = (x + 32,20 + 2y + 2,40 + y + 22) .
On admettra que L est linéaire.
1. Déterminer la matrice Matg 5(L) ot B est la base canonique de R3.
2. L’application L est-elle un isomorphisme de R3.
3. On considére la famille de vecteurs de R?
F={(1,2,4),(0,2,1),(3,1,2)}.
En utilisant la question précédente, déterminer si F est une base de R3.

Ezercice 4.8. Soit FE un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {e;, ey, es} une base
de E. Soit F' un R-espace vectoriel de dimension 2 et B’ = {f;, f2} une base de F.
Soit Ly € L(FE, F) définie par Li(ze; + yes + ze3) = (x +y + 2)f1 + (z + 2) f2 et soit
Ly € L(F, E) définie par La(af; + bfz) = (a + 2b)e; + (a — b)ey + bes.

1. Déterminer Matp g(L1).
2. Déterminer Matg g (Lo).

3. Déterminer Matg (Lo o Ly).
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Chapitre 5

Déterminant et valeurs propres

Dans tout ce dernier chapitre, on se place dans un K-espace vectoriel £ de dimension n,
muni d’une base B = {e1, s, ..., €, } et on va étudier certaines propriétés des applications
linéaires de F dans lui-méme (les endomorphismes de FE).

5.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 5.1. Soit L € L(E). On dira que A € K est valeur propre de L s’il eziste
vE E, v#0 tel que L(v) = Av. Un tel vecteur v est appelé vecteur propre de L associé
a A

Proposition 5.1. Soit L € L(FE) et A € K. L’ensemble des vecteurs propres de L associés
a X (union avec {0}) est Ker (A\Id — L), c’est donc un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. Il suffit de voir qu’effectivement ’ensemble des vecteurs propres de L associés
a X est Ker (AId — L) : c’est évident car

L(v) =X < L(v) = Ald(v) & (AId = L)(v) =0. O
On en déduit une autre formulation de la définition de valeur propre :

Corollaire 5.1. Soit L € L(FE) et A € K, alors \ est valeur propre de L si et seulement
si Ker (\Id — L) # {0}.

Définition 5.2. Ker (A\Id — L) est appelé le sous-espace propre associé a A. L’ensemble
des valeurs propres de L s’appelle le spectre de L.

Remarque 5.1. Lorsqu’on considére la notion de valeur propre, alors il vaut bien mieux
avoir K = C. Lorsque K = R, on peut avoir des endomorphismes n’admettant pas de
valeur propre réelle, comme par exemple I'application de R? dans R? définie par L(z,y) =
(y, —x). Si on cherche a résoudre L(x,y) = A(x,y), on peut faire le petit calcul suivant :

L(L(z,y)) = L(\(z,y)) = AL(x,y) = NL(x,y)

49
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mais d’autre part
L(L(z,y)) = L(y, —z) = (-2, —y).
On se retrouve donc avec A> = —1 (si (z,y) est un vecteur propre associé¢ a \, on rappelle

que (z,y) # (0,0)). Donc L n’a pas de valeurs propres réelles, en revanche i et —i sont
bien valeurs propres. On aura donc toujours intérét a considérer que K = C.

La valeur propre A = 0 joue un role particulier.

Proposition 5.2. Soit L € L(FE), alors L est un isomorphisme de E si et seulement si
0 n’est pas valeur propre de L.

Preuve. On a vu dans le chapitre précédent que L est un isomorphisme si et seulement
si L est injective, mais aussi que L est injective si et seulement si Ker L = {0} ce qui est
bien équivalent a dire que 0 n’est pas valeur propre de L. O

5.2 Déterminant

5.2.1 Calcul

Le déterminant est une opération qui s’applique aux matrices n X n. On commence par
le définir pour les matrices 2 x 2, puis on I’étend de proche en proche aux matrices n X n.

Définition 5.3 (Déterminant 2 x 2). Soit

A= ( au i ) € May(K).

Q21 A22

Le déterminant de A, noté det A ou encore

@11 a2
a21 A2
est le nombre
ai; a2

det A =

= Q11022 — Q12021 -
ag1 A2

Le déterminant d’une matrice n X n est maintenant défini en se ramenant & des calculs
de déterminants de matrices (n—1) x (n—1). On descend ainsi dans la taille des matrices
jusqu’a ne plus avoir que des déterminants de matrices 2 X 2 qu’on sait calculer par la
définition ci-dessus.

Définition 5.4. Soit

a; Qa2 . . . Qin
21 Q22 . . . Q2p

A . e € Mo (K).

Anp1 Qp2 . . . QApp
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Pouri,j € {1,2,...,n}, on notera A% la matrice (n — 1) X (n — 1) obtenue en enlevant de

A la i-éme ligne et la j-éme colonne. On a alors les deux formules suivantes pour définir
det A :

det A = Z(—l)”‘jazj det AY (développement par rapport a la j-éme colonne)

i=1
n

det A = Z(—l)iﬂ'aij det AY (développement par rapport a la i-eéme ligne).
j=1

A noter que pour les matrices 3 x 3, on a encore une formule simple similaire aux
matrices 2 x 2, ce n’est plus le cas pour n > 4.

Proposition 5.3 (Régle de Sarrus). Soit

a1; a2 Qi3
A = 921 Q922 Q923 € M33 (K) .
31 Aazz ass

Alors le déterminant de A s’obtient en écrivant le tableau suivant, obtenu en ajoutant
sous A ses deux premiéres lignes

a11 Q12 a3
Q21 G22 (23
31 a3 0433
a1; a2 dars
21 Q22 (23

et en faisant la somme des produits des termes sur les diagonales descendantes moins la
somme des produits des termes sur les diagonales montantes :

det A = an1aass + az1as2a13 + as1a12a93

—a31022013 — A11a32023 — A21A12433 .

5.2.2 Propriétés

Un premiére propriété évidente :

Proposition 5.4. det I,, = 1 (on rappelle que I,, est la matrice identité d’ordre n).
On constate facilement les propriétés importantes suivantes :

Proposition 5.5. Soit A € M,,,,(K) :

1. On change le déterminant de A en son opposé si on échange deux lignes de A ou si
on échange deux colonnes de A.
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2. En conséquence, si deux vecteurs colonne de A sont colinéaires, ou si deux vecteurs
ligne de A sont colinéaires, le déterminant de A est nul.

3. Le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne de A et par rapport
a chaque vecteur ligne de A.

4. Une conséquence importante des points 1. et 3. : si on ajoute a une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes, on ne change pas le déterminant. Méme

chose si on ajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.

Le résultat suivant se déduit de la proposition précédente et de la définition du déter-
minant :

Théoréme 5.1. Soit A € M,,,,(K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) det A#0 ;
(ii) les vecteurs colonne de A forment une base de K" ;
(111) les vecteurs ligne de A forment une base de K™.

Ceci a une conséquence immédiate pour les matrices d’applications linéaires :
Théoréme 5.2. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n € N*, soit L € L(E). Soit
B une base de E et A la matrice de L dans la base B. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) L est un isomorphisme ;

(i1) les vecteurs colonne de A sont les composantes dans la base B des vecteurs d’une
base de E ;

(ii) les vecteurs ligne de A sont les composantes dans la base B des vecteurs d’une base

de E ;

(11) det A # 0.

5.3 Déterminant et valeurs propres

Définition 5.5 (Polynome caractéristique). Soit A € M,,(K), on appelle polynome
caractéristique de A le polynome de degré n suivant :

Xa(A) =det (A, — A) .
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Si la matrice A s’écrit :

ay; a2 . . . Qip
21 Q29 . . . QA9p
A= ,
Ap1 Qp2 . . . QApp
la matrice \I,, — A s’écrit
A— a1 —Qa12 e —Q1p
—Qa921 A — o2 . . . —agn
A, — A=
—an1 —Aanp2 . A= Apn

Le résultat suivant est une conséquence des propriétés du déterminant :

Théoréme 5.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit L € L(E). Soit B
une base de E et A la matrice de L dans la base B. Soit également \ € K. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) X est une valeur propre de L ;

(i) xa(A) =0.

5.4 Inversion de matrices

Définition 5.6. Soit A € M,,,(K), n € N*. On dit que A est inversible si il existe
B € M,,,,(K) telle que
AB=BA=1,

ou I,, est la matrice identité d’ordre n. La matrice B est alors appelée l'inverse de A et
notée A1,

Proposition 5.6. Si A € M,,,,(K) est inversible, alors son inverse est unique.

Preuve. C’est un résultat qui a été vu au premier semestre dans un cadre trés général
et qui nécessite simplement que le produit soit associatif. O

Proposition 5.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit L € L(E). Soit B
une base de E et A la matrice de L dans la base B.

1. Supposons que A soit inversible. On note Ly 'application linéaire de E dans lui-
méme dont la matrice dans la base B est A='. Alors Lo L =Lo L, =1d et L est
donc bijective.
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2. Réciproquement, si L est bijective, alors A est inversible.

Preuve. La matrice dans la base B de Ly o L est A7 A = [, et la matrice dans la
base B de Lo Ly est AA™' = I,,. La proposition suit alors de la Proposition [4.7]
Ceci a deux conséquences importantes.

Théoréme 5.4. Soit A € M,,,,(K), n € N*. Alors A est inversible si et seulement si
det A # 0.

Pour la deuxiéme conséquence, on commence par définir le rang d’'une matrice.

Définition 5.7. Soit A € M,,,,(K), on appelle rang de A et on note rg(A), la dimension
du sous-espace vectoriel de K" engendré par les vecteurs colonne de A (ou par les vecteurs
ligne, c’est la méme dimension).

Théoréme 5.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit L € L(E). Soit B
une base de E et A la matrice de L dans la base B. Alors :

1. rg (A) = dim(Im(L)) ;
2. L est bijective si et seulement sirg (A) = n.

Remarque 5.2. On a des résultats analogues pour une application linéaire entre deux
espaces vectoriels ayant méme dimension finie. Soit £ et F' deux K-espaces vectoriels de
dimension finie tels que dim F = dim F' = n € N*. Soit Bg une base de E et Br une base
de F. Soit L € L(E; F). On considére

A = Matg, g, (L)
la matrice de L dans les bases ci-dessus. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L est bijective ;
2. A est inversible ;
3. det A#£0;
4. rg (A) =n.

Dans ce cas,
A_l = MatBE,BF (L_l)

et
LoL'=Idp, L' oL =1dg.
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Calcul de l’inverse d’une matrice inversible.

e L’inverse d’une matrice inversible peut se calculer a I’aide des déterminants par la
méthode dite de Cramer.
Soit A € M,,,,(K) une matrice inversible. On note C' la comatrice de A définie par

cij = (1) det(Ay)
ot la matrice A;; est la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en enlevant de A sa i-éme
ligne et sa j-éme colonne. Alors
- ‘]C.
det A

Cette méthode est longue et le nombre de calculs augmente trés rapidement quand
la dimension de la matrice augmente.

Cette méthode appliquée & une matrice de taille 2 x 2 donne la méthode bien connue
pour calculer son inverse : soit

A= ( ail a2 ) € Man(K)

Q21 A22

une matrice inversible, alors son inverse est donné par

A1 = 1 Q22  —Q12
det A\ —az1 an '
e Une méthode beaucoup plus légére est donnée par 'algorithme de Gauss. On com-
mence par mettre cote a cote dans un tableau la matrice A et la matrice identité

d’ordre n :
aijpr Q2 . . . Qip ‘ 1 0 . 0
21 Q29 . . . QA2pn ‘ 0 1 . 0
|
|
anlanQ...ann\OO...l

puis on utilise I'algorithme de Gauss pour transformer la matrice A qui est & gauche
du tableau, en la matrice identité d’ordre n, en manipulant les lignes en entier. La
matrice qu’on obtient dans la partie droite du tableau est alors A~!. On traitera la
méthode sur un exemple en cours.

5.5 Exercices

Exercice 5.1. Soit les matrices

1 20 -1 1 -2 2 -1
1 10 1 2 2 -1 1
A= 11 4| B= 2 -1 1 -2
2 10 0 1 1 -2 2



o6 CHAPITRE 5. DETERMINANT ET VALEURS PROPRES

Calculer leurs déterminants.

Ezercice 5.2. Soit application linéaire de R? dans lui-méme définie par
f(z,y,2) = (3 + 2,3y, x + 3z2).
1. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés.
2. L’application f est-elle bijective?
3. Trouver une base de R? dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Ezercice 5.3. Diagonaliser la matrice

3 2 1
A= 1 2 -1
-1 =2 1

FEzercice 5.4. Soit E un K-espace vectoriel normé (K = R ou C) de dimension finie et f
un endomorphisme de F. On suppose que f n’admet aucun vecteur propre. Montrer que
f est bijective. La réciproque est-elle vraie?

Ezercice 5.5. Trouver un endomorphisme de R? n’admettant aucun vecteur propre.
Ezercice 5.6. Peut-on trouver un endomorphisme de C? n’admettant aucun vecteur pro-
pre?

FEzercice 5.7. Peut-on trouver un endomorphisme de R3 n’admettant aucun vecteur pro-
pre?

Exercice 5.8. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C) et f et g des endomorphismes
de FE.

1. On suppose que E est de dimension finie et que g o f = Idg. Montrer que f et g
sont bijectives.

2. Cette propriété reste-t-elle vraie si £ est de dimension infinie?
FEzercice 5.9. Soit f une application linéaire de R? dans lui-méme admettant pour valeurs
propres 1 et —1. Déterminer f o f.

Ezercice 5.10. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suiv-
antes :

10 0 1 0 4 1 -1 -1
A=lo01 1|,B=|0 7 =2],Cc=|-1 & 0],a0,
01 -1 4 -2 0 ~1 0 a

2
D=|1
1

— N

1
1
2
Ezercice 5.11. Inverser la matrice suivante par la méthode de Gauss :
1
2
2

2 1
A=111
11
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