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Chapitre 1

Introduction

Ce cours est consacré a la théorie de l'intégration de Lebesgue. C’est une théorie du
tout début du XXe siécle et qui a largement supplanté la théorie de Riemann qui datait
du millieu du XIXe siécle. La théorie de Riemann est relativement simple a définir et &
comprendre, mais son cadre d’application est trés étroit, en particulier en ce qui concerne
le calcul des intégrales de volume qui nécessite des fonctions continues. Les passages a la
limite sous les signe d’intégration sont aussi trés malaisés.

La théorie de Lebesgue est basée sur une théorie abstraite de la mesure, un peu plus
longue et difficile & définir, mais qui donne une théorie de l'intégration extrémement
puissante et trés aisée & manipuler. D’une certaine maniére, la différence entre I'intégrale
de Riemann et celle de Lebesgue est juste que Riemann a choisi de découper le domaine
de la variable alors que Lebesgue découpe ’ensemble des valeurs de la fonction, mais cette
“petite” différence a des conséquences tres profondes.
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Chapitre 2

Quelques rappels

2.1 Intégrale de Riemann des fonctions en escalier

Soit —oo < a < b < +00, une fonction en escalier est une fonction f qui est constante sur
les intervalles d’une subdivision de [a,b] : a = ay < a1 < az < ... < a, = b,

f(z) = ay pour x €lay, agi1],

ou ag, a1, ..., ay, sont des constantes fixées dans R ou C.

A noter que la fonction f n’est pas définie aux points ag, k = 0, ...,n. On peut ou non
lui donner des valeurs en ces points, cela n’a pas d’importance.

L’intégrale de f entre a et b est définie par

/abf(:c)d:c = iak(akﬂ —ag) .

2.2 Intégrale de Riemann des fonctions continues

Soit f une fonction continue sur [a,b], —co < a < b < +00, & valeurs dans R, alors
l'intégrale de Riemann de f sur [a, b] est définie comme limite des sommes de Riemann :
pour n € N*| on consideére la subdivision de |a, b]

h—
ap = a -+ k a4

, k=0,1,....,n;

et les deux suites

n

un::Zb_a min f(x),vnzzzb_a max f(z);

0 N [ag,ar11] =0 N [ag,akq1]

la suite u,, est croissante, la suite v,, décroissante, u,, < v,, donc les deux suites convergent,
de plus leurs limites sont égales et définissent I'intégrale de f entre a et b notée

/a  Ha)de.
7
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Cette définition s’étend naturellement aux fonctions continues a valeurs complexes en
décomposant en partie réelle et partie imaginaire.

Le résultat essentiel permettant de calculer une telle intégrale est que si f est continue
sur [a,b] et si F' est une primitive de f sur [a, ], alors

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

2.3 Intégrales généralisées type

On rappelle que les intégrales généralisées sont définies par passage a la limite de I'intégrale,

par exemple
+oo

R
f(x)dz := lim / f(z)dz si la limite existe.
1

1 R—+o00

Les exemples fondamentaux sont les suivants : soit a > 0 donné,
“dx

— converge < «a <1,
0 T

oo dr

/ — converge <& a > 1.

xOé
a

En particulier, pour a = 1, les deux intégrales sont divergentes.
On peut résumer ces résultats de la fagon suivante :

e 1/x“ est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si o < 1 ;
e 1/x* est intégrable au voisinage de 400 si et seulement si o > 1 ;

e 1/x n’est intégrable ni au voisinage de 0 ni au voisinage de +o0.

2.4 Formules ensemblistes

Soit X un ensemble, on note P(X) I'ensemble de toutes les parties de X. Soit A et B
deux éléments de P(X), on définit :

o la différence de A et B
A\B:={x € A; z ¢ B},

e la différence symmétrique de A et B

AAB := (A\ B)U (B\ A) = (AUB)\ (AN B);

e le complémentaire de A

A ={reX; ¢ A} =X\ A.
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Si {A; }nen est une suite d’éléments de P(X) on définit sa limite inférieure

17153&&4” = U ﬂ Ay

neN k>n

et sa limite supérieure

limsup A, := ﬂ U A .

n—+00 neN k>n

On a clairement
liminf A,, C limsup A,

n—+00 n—r+00

et on parlera de

lim A,

n—-+o00

lorsque

liminf A,, = limsup A, .
n—r+00 n—+oo

Définition 2.1 (Fonction indicatrice d’une partie). Soit A € P(X) (c’est-a-dire soit
A C X), on appelle fonction indicatrice de A et on note 14 la fonction a valeurs dans
{0,1} définie sur X par
lsizeA,
fle) = OsizégA.

On a les propriétés évidentes suivantes :

Proposition 2.1. Soit A, B € P(X),

lynp=14.1p

et
lyup=14+1p —14ap = 1aa + 1ans.

Définition 2.2. Un ensemble X est dit dénombrable si on peut compter ses éléments par
des entiers, c’est-a-dire s’il existe une surjection de N sur X. Cela ne signifie pas que X
soit infini. Dans le cas ou X est infini et dénombrable, alors on peut toujours trouver une
bijection de N sur X.

Proposition 2.2. Z et Q sont dénombrables. En revanche R n’est pas dénombrable.

Soit X et Y deux ensembles et f : X — Y une application. Soit A C X et B C Y,
on définit

e l'image réciproque de B par f qui est la partie de X

f7(B) ={z € X; f(zx) € B},
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e l'image directe de A par f qui est la partie de Y
fA) ={f(z); z € X}.

Si on considére une famille de parties de X : {A;}ic; et une famille de parties de Y :
{Bj}jes, ou I et J sont des ensembles quelconques, on a les formules dites de Hausdorft :

f(UAi) :Uf(Ai),

i€l iel
f(ﬂ A;) C mf(AZ) , avec égalité si f est injective,
iel iel
A UB) = r s,
jed jed
OB =By,
jeJ jed

et pour BCY on a
f7UBY) = fU(B)".

Lorsque f est bijective, on a bien str

F B ={f"(y); ye B}.



Chapitre 3

Mesures

3.1 Tribus, tribu Borélienne

3.1.1 Définitions

On considére un ensemble X, on va définir des sous-ensembles particuliers de P(X) appelés
algebres et o-algébres (ou tribus).

Définition 3.1 (Algebre de parties de X). Soit A une partie de P(X) (c’est-a-dire un
ensemble de parties de X mais qui ne contient pas nécessairement toutes les parties de
X). On dit que A est une algeébre si :

1. A admet au moins un élément ;
2. quels que soient A, B € A, AU B € A (stabilité par réunion) ;
3. quel que soit A € A, A° € A (stabilité par passage au complémentaire).

Remarque 3.1. La définition d’une algébre de parties de X a des conséquences utiles qui
peuvent notamment permettre de vérifier plus facilement si un ensemble de parties de X
est ou non une algébre. La démonstration des propriétés suivantes est laissée en exercice
pour les travaux dirigés.

e Si A est une algebre, alors ) € A et X € A. Lorsqu’on veut vérifier qu'un ensemble
de parties de X est une algébre, pour vérifier la premiére propriété de la définition
on cherchera a montrer que () € A ou que X € A.

e Si A est une algebre alors A est stable par réunion finie et par intersection finie,
c’est-a-dire que quels que soient Aq, As, ..., A, € A, on a

AiUA U UA, e Aet AiNAsN...NA, € A.

e Si A est une algebre et si A, B € A, alors A\ B € Aet AAB € A.

11
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Donnons quelques exemples d’algébres de parties d’un ensemble X.
1. A=P(X);
2. A={0,X}:

3. Dans X = [0, 1], 'ensemble des réunions finies d’intervalles ouverts, fermés et semi-
ouverts forme une algébre, de méme dans X = [0, 1[ ou encore X =0, 1[ou X =]0, 1].

4. Dans X = [0,1]", ou [0, 1[" ou |0, 1]™ ou ]0, 1[*, I'ensemble des réunions finies de
pavés
(al,bl) X (CLQ,bQ) X ... X (an,bn),

(ou le fait de noter les intervalles avec des parenthéses signifie qu’on autorise les cas
d’intervalles ouverts, fermés ou semi-ouverts) est une algebre.

Définition 3.2 (Tribu ou o-algébre). Une o-algébre, ou tribu, est une algébre stable par
réunion dénombrable.

Remarque 3.2. Par passage au complémentaire, il est clair qu’une tribu est également
stable par intersection dénombrable. D’autre part, si 7 est une tribu et si {A, },en est
une famille dénombrable de parties de T, alors

liminf A, € 7 et limsup A4, € T .

n—+00 n—+4o00
Théoréme 3.1 (Tribu engendrée par un sous-ensemble de P(X)). Soit M C P(X), il

existe une plus petite tribu contenant M (appelée tribu engendrée par M et notée a(M)),
c’est lintersection de toutes le tribus contenant M.

Preuve. Soit (M) l'intersection de toutes les tribus contenant M. Pour toute tribu

T contenant M, on a ) € T et donc ) € o(M). Les autres propriétés d’une tribu sont

vérifiées par toutes les tribus contenant M et donc par o(M). O
Exemples de tribus :

e P(X) est une tribu, c’est bien sir la plus grande tribu dans P(X) ;
o {0, X} est une tribu, c’est la plus petite tribu dans P(X) ;

e soit A C X, {0, A, A°, X'} est une tribu, c’est la tribu engendrée par A, notée o({A}).

3.1.2 Tribu borélienne

Une tribu essentielle dans la théorie de l'intégation de Lebesgue est celle des Boréliens sur
un espace topologique. Le nom vient d’Emile Borel, mathématicien francais 1871-1956,
trés engagé et actif politiquement, il a fondé I'Institut Henri Poincaré, a participé a la
création de I’Organisation d’Etat de la Recherche qui est devenue le CNRS, et il a fait
adopter par le parlement le “sou des laboratoires”, prélevé sur les bénéfices industriels
dans le but d’équiper les laboratoires! Commencons par rappeler la notion d’espace
topologique.
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Définition 3.3 (Espace topologique). On appelle espace topologique un ensemble E muni
d’une famille O de sous-ensembles de E, appelés les ouverts de E, et qui a les propriétés
suvantes :

1. O est stable par intersection finie ;
2. O est stable par réunion quelconque ;
3. O contient () et E.

Définition 3.4 (Tribu des boréliens). Soit X un espace topologique, la tribu borélienne de
X, aussi appelée tribu des boréliens de X, est la tribu engendrée par les ouverts de X. On
la note B(X). Une partie de X qui appartient a B(X) est appelée une partie borélienne
de X ou simplement un borélien de X.

Remarque 3.3. A noter que la tribu B(X) est de fagon évidente aussi la tribu engendrée
par les fermés de X.

Dans le cas de X = R"™, on a des caractérisations plus simples de B(R").

Proposition 3.1. La tribu B(R™) est la tribu engendrée par les pavés de R™. En partic-
ulier pour n =1, on a

B(R) = o(M;) = 0(Ms) = 0(M3) = a(My)
ou
o M, est l’ensemble des intervalles |a,b] ot —oo0 < a < b < +00 ;
o M, est l’ensemble des intervalles |a,b] ot —o0o0 < a < b < 400 ;
o M, est l’ensemble des intervalles | — oco,al ot a € R ;
o Mj est l’ensemble des intervalles | — oo, al o a € R.

Preuve. Le cas plus détaillé de R est une conséquence claire du cas général. On
sait que tout ouvert de R™ est réunion de pavés ouverts et tout pavé ouvert est réunion
dénombrable de pavés dont les extrémités des intervalles sont des rationnels. Donc tout
ouvert de R™ est réunion de pavés rationnels et comme les pavés rationnels sont en quantité
dénombrable, on en déduit que tout ouvert de R™ est réunion dénombrable de pavés et
donc appartient a la tribu engendrée par les pavés. O

3.1.3 Construction de tribus

Intersection
Si {7;}ier est une famille tribus sur X, avec I un ensemble quelconque non vide, alors

T::ﬂ'ﬁ

el
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est une tribu sur X.
Attention! La réunion de deux tribus n’est en général pas une tribu. Par exemple si
on considére deux parties A et B,

c({A)Ue({B}) ¢ o({4, B}) =0 (o({4}) Uo({B})) .

Image directe et réciproque

Soit X et Y deux ensembles, soit S une tribu sur X et 7 une tribu sur Y. On considére
f : X — Y une application. Alors

o [TYT):={f"Y(B); Be& T} est une tribu sur X appelée image réciproque de T,
e f(S):={BeP(Y); f71(B) € S} est une tribu sur Y appelée image directe de S,
e attention! en général {f(A); A € S} n’est pas une tribu.

Proposition 3.2 (Lemme de transport). Soit X et Y deux ensembles et f : X — Y
une application. Soit E C P(Y), alors

o (1) =" (a(E)) .

Preuve. Par les remarques précédentes, f~1 (o(€)) est une tribu et de plus elle contient
f7HE). T suit que
o (f7H(E) c fH(a(8).

Soit maintenant 7 la tribu image directe de o(f~1(€)) par f, c’est-a-dire
T:={AcPY); [(A)ea(f(E)}.

Alors T est une tribu contenant £ et donc contenant o(€). 1l suit que f~1(7) contient
[~ (o(&)). Et de plus

FUT) ={f"(A); AeT}Co(f1(€). O
Remarque 3.4. Une réflexion naive peut mener a penser que
U ={f1(A); AeTy={f"(A) ea(f1(E)} =a(f7(€)).

Mais il ne faut pas oublier que tous les éléments de o(f~!(€)) ne sont pas nécessairement
des images inverses par f de parties dans Y. La derniére égalité est donc fausse dans le
cas général et on n’a que l'inclusion

{71 A ea(f (€N} Colf1(E).
Exemples. On pourra traiter les Exercices [3.1] 3.2 et [3.3]
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Tribu produit

Soi t X et Y deux ensembles, soit S une tribu sur X et 7 une tribu sur Y. On appelle
tribu produit de S et T et on note S x T la tribu sur X x Y

SXT:=0c({AxB; AecS, BeT}).

Un exemple typique est
B(R?) = B(R) x B(R)
et de facon plus générale
B(R") = B(R) x B(R) x ... x B(R).

Vv
n fois

3.1.4 Classes monotones

Définition 3.5. Soit X un ensemble, une classe monotone sur X est une famille M de
parties de X qui est stable par réunion dénombrable croissante et par intersection dénom-
brable décroissante, c’est-a-dire que si { Ay, nen et {Bp}nen sont des suites d’éléments de
M telles que

o A, C A, pour tout n € N (i.e. la suite {A,}, est décroissante),
e B, C Byy1 pour tout n € N (i.e. la suite {B,}, est croissante),

alors

+oo +o00o
A::ﬂAnGM etB::UBnEM.
n=0 n=0

Proposition 3.3. Une tribu est une algébre qui est une classe monotone.
Preuve. C’est évident en réorganisant une réunion dénombrable quelconque en une
réunion dénombrable croissante. O

Remarque 3.5. A noter qu'une classe monotone n’est pas nécessairement un ensemble
de parties stables par réunion dénombrable et intersection dénombrable. Par exemple,
lorsqu’on réorganise une intersection dénombrable en intersection décroissantes, rien ne
dit qu’on se retrouve avec des éléments de la classe monotone.

Théoréme 3.2 (des classes monotones). Soit A C P(X) une algébre et M une classe
monotone contenant A, alors o(A) C M.

Preuve. On note M(A) l'intersection de toutes les classes monotones contenant A
et on va montrer que c’est une tribu.

1. Tout d’abord, c’est évidemment une classe monotone.

2. ) e Aet donc e M(A).
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3. Stabilité par passage au complémentaire. On considére
G={AcP(X); A e M(A)}.

C’est une classe monotone et elle contient A4, donc M(A) C G, c’est-a-dire que
M(A) est stable par passage au complémentaire.

4. Stabilité par union finie. On considére
G ={AeP(X); AUB e M(A) pour tout B € A} .

C’est une classe monotone contenant A, elle contient donc M(A) donc M(A) est
stable par union avec tout élément de A. Soit maintenant

G"={AeP(X); AUB € M(A) pour tout B € M(A)}.

C’est une classe monotone et d’aprés ce qu’'on vient de démontrer, elle contient A,
donc elle contient M(A). 1l suit que M(A) est stable par réunion et donc par
réunion finie.

Donc M(A) est une algébre mais c’est aussi une classe monotone, c¢’est donc une tribu et
comme elle contient A, elle contient aussi o(A).

3.2 Mesurabilité

3.2.1 Définitions

Définition 3.6 (Espace mesurable, parties mesurables). Soit X un ensemble, soit T une
tribu d’éléments de P(X). Le couple (X,T) est appelé un espace mesurable. Les parties
de X qui appartiennent a T sont appelées les parties mesurables de X .

Définition 3.7. Soit (X,S) et (Y,T) deux espaces mesurables, on dit qu’une fonction
f: X =Y est(S,T)-mesurable, ou simplement mesurable, si pour tout B € T on a
fY(B)eS.

Lorsque X et'Y sont des espaces topologiques et que S et T sont leurs tribus Boréli-
ennes, i.e. T = B(X) et S = B(Y), une fonction f : X — Y mesurable sera dite
borélienne.

Exemple. On pourra traiter I'Exercice [3.4]

Proposition 3.4. Soit X et Y deux espaces topologiques et f : X — 'Y wune application
continue, alors f est borélienne.

Preuve. On considére M ’ensemble des images réciproques des ouverts de Y par f.
Comme f est continue, M est inclus dans I’ensemble des ouverts de X et donc la tribu
o(M) est incluse dans B(X). Il suffit maintenant de considérer

A={AcCY; f YA €o(M}.
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C’est une tribu, car c’est I'image directe par f de la tribu o (M) et elle contient les ouverts
de Y, donc elle contient B(Y). Et donc f est borélienne.

Une autre preuve peut-étre plus directe est donnée par le Lemme de transport. On
considére O l'ensemble des ouverts de Y et U I'ensemble des ouverts de X. Alors B(Y') =
a(O) et f~1(O) C U du fait que [ est continue. Par le Lemme de transport,

fBY)) = fH(e(0) = o(f7(0)).
Comme f~1(O) C U, o(f~HO)) C od) = B(X), cest-a-dire f~H(B(Y)) C B(X),

autrement dit, f est borélienne. O]
Exemples. Voir I'Exercice [3.5

Dans le cas ou l’espace mesurable d’arrivée est muni d’une tribu engendrée par une
partie, on peut montrer plus simplement qu’une fonction est mesurable.

Proposition 3.5. Soit (X,S) et (Y,T) deux espaces mesurables, o T = o(€), € C
P(Y). Soit f : X =Y, alors f est mesurable si et seulement si

VA€, fHA)ES.

Preuve. C’est une conséquence directe du lemme de transport. En effet, si pour
tout A€ & ona fT1(A) €S, alors S est une tribu contenant f~1(€) et donc contenant
o(f~HE)) = f(a(E)) = fUT), ce qui implique que f est mesurable. L’implication
réciproque est évidente. O

Ce résultat a une conséquence importante dans le cas ou 'espace d’arrivée est un
espace topologique. Commencons par le cas le plus simple :

Corollaire 3.1. Soit f : (X,T) — (R,B(R)), alors les propriétés suivantes sont équiv-
alentes :

1. f est mesurable ;

2. pour tout a € R, f71(] —o0,a]) €T ;

3. pour tout a €R, f~1] —o0,a]) €T ;

4. pour tout a,b € R, a < b, f1(|a,b]) € T ;
5. etc...

Corollaire 3.2. Soit f : (X,7) — (R*,B(R")), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. f est mesurable ;
2. pour tout pavé P de R", f~1(P) € T.

Remarque 3.6. Le cas ou f est a valeurs dans C ou dans C” muni de sa tribu Borélienne
est inclus dans le corollaire précédent en identifiant C et R2.
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Et maintenant le cas général.

Corollaire 3.3. Soit Y un espace topologique, f : (X, T) — (Y,B(Y)), les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. f est mesurable ;
2. pour tout ouvert O deY, f~1(O) €T ;
3. pour tout fermé F de Y, [~ (F) € T.

Nous traitons maintenant des opérations sur les fonctions mesurables. La composition
tout d’abord.

Proposition 3.6. Soit (X,S), (Y,T), (Z,U) trois espaces mesurables, f : Y — Z et
g . X =Y deux applications mesurables, alors g o f est mesurable.

Preuve. Soit A € Y. On a (go f) ' (A) = f1(g7'(A)). Comme g et mesurable,
g 1 (A) € T et comme f est mesurable, f~1(g7(A)) € S. O

Proposition 3.7. Soit (X,S) un espace mesurable et soit K = R ou C. L’ensemble
des fonctions mesurables de (X,S) dans (K, B(K)) est une K-algébre (i.e. un K espace
vectoriel pour la lot + et la multiplication par un scalaire, et un anneau pour les lois + et

X ).

Preuve. C’est une conséquence de la proposition précédente et du fait que I'addition
et la multiplication sont continues et donc mesurables de R? dans R. O

3.2.2 Fonctions a valeurs positives

Les fonctions a valeurs positives (i.e. a priori a valeurs dans R™) jouent un role essentiel
dans la théorie de Lebesgue. Il sera utile de les autoriser a prendre des valeurs infinies. On
considérera donc souvent des fonctions a valeurs dans [0, +00], que I'on notera également
[0, 0¢]. Les intervalles ouverts de [0, co] sont

0; [0,00]; [0,a], 0 <a<oo; Ja,o0], a€[0,00]; Ja,b], 0 <a<b<oo.

Les ouverts de [0, co] sont les réunions d’intervalles ouverts. Les Boréliens de [0, co| sont
engendrés entre autres par les familles d’intervalles suivantes :

e [0,al], a €0, 0],
e [a,], a € [0, 0],
e Ja,b[,0<a<b< oo

Proposition 3.8. Soit (X,S) un espace mesurable et {f,}nen une suite de fonctions
mesurables de (X,S) dans ([0, 00}, B([0,00])). Alors :
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e sup, f, etinf, f, sont mesurables ;
e limsup,_, . fn et liminf, | o f, sont mesurables ;
e si f, converge simplement vers f, alors f est mesurable.

Preuve. La premiére propriété entraine la seconde qui entraine & son tour la troisieme.
Montrons la premiére dans le cas du sup :

(sgpfn) (0.0) = {reX; fulx) <avn}
= mfn_l([(),a])ES

car § est une tribu. O
Rappelons également 'arithmétique de [0, +oc]. C’est 'arithmétique usuelle de R
avec les conventions supplémentaires suivantes :

® I+ 00=00,00+00=00;
e rxoo=00siz#0et0xo00=0:
e 1/0=00cet 1/oo=0.

Proposition 3.9. La somme et le produit sont des fonctions Boréliennes de [0, 00]? dans
[0,00]. L’application x +— 1/x est Borélienne de [0, 00] dans lui-méme.

Preuve. La somme est continue de [0, 00]? dans [0, 0o] et x — 1/z est continue de [0, oo]
dans lui-méme, elles sont donc Boréliennes. Le produit en revanche n’est pas continu au
point (0, 00) et seulement en ce point. Etudions donc les images réciproques des intervalles
ouverts de [0, 00| Soit, b €]0, co[, montrons que

By == {(z,y) € [0,00]%; zy > b}

est un Borélien de [0,00]?>. C’est un ouvert de [0,00]?, donc un Borélien de [0, oo]?.
Considérons maintenant

By = {(z,y) € [0,00]*; zy < b},
By = ({0} x [0,00]) U ([0,00] x {0}) U {(z,y) € [0,00]*; 0 <zy <b}

qui est la réunion d’un ouvert et de deux fermés et qui est donc aussi Borélien. Enfin, si
0<a<b<oo,
B = {(:L',y) € [0,00)%; a < zy < b} ,

est un ouvert et donc un Borélien. Le produit est donc bien mesurable de [0, 00]? dans
[0, 00]. O
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Proposition 3.10. Soit (X,S) un espace mesurable et f et g des fonctions mesurables
de (X, S) dans ([0, 00], B([0,00])). Alors f+ g, fg et 1/f sont mesurables.

Preuve. Composition des fonctions mesurables plus la proposition précédente. O

Définition 3.8 (Fonction étagée a valeurs positive). Une fonction f : (X,S) — [0, +o0]
est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs ay, as, ..., a, et si pour
i=1,2,..,nona: f'{a}) €S.

Proposition 3.11. Une telle fonction est mesurable de (X,S) dans (R, B(RT)).
Preuve évidente. O

Proposition 3.12. Soit (X, S) un espace mesurable et f une fonction mesurable de (X, S)
dans ([0, 00], B([0,00])). Alors [ est la limite croissante d’une suite de fonctions étagées
a valeurs positive.

Preuve. On considére la suite de fonctions étagées

Xn(x) = 1f*1([72;n12%[)($) + L1 (o oo ()

j=1
On a bien 0 < y,, < f. De plus, du fait du choix de découpage de [0, 0], la n-iéme
subdivision est un raffinement de la (n — 1)-iéme, et donc la suite x,, est croissante.
Montrons maintenant que Y, tend ponctuellement vers f. Soit x € X tel que f(z) = oc.
Alors x,,(x) = n pour chaque n et on a bien x,(x) — oo = f(z). Soit maintenant x € X
tel que 0 < f(x) < co. Pour n > f(x), on aura

_ j(=)
Xn('r) - 2n )
ou j(z) est la partie entiére de 2" f(x). On a donc 0 < f(x) — xn(x) < 27" pour n > f(x)
et donc x,(x) — f(z) lorsque n — oo. O

3.3 Mesure positive

3.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 3.9. Une mesure positive sur une tribu T de parties de X est une fonction
o T —[0,400] telle que

1 pw(0)=0

2. p est o-additive, c’est-a-dire que pour toute suite {A,}nen de parties de X deuz-a-

deux disjointes, on a
+00 +oo
o(Un) - S,
n=0 n=0

la somme (comme d’ailleurs les termes de la somme) pouvant étre infinie.
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Définition 3.10. On appelle espace mesuré un triplet (X, T, pn) ow X est un ensemble,
T une tribu de parties de X et pu une mesure positive sur T .

Définition 3.11. Une mesure positive p sur un espace mesurable (X,7T) est dite finie si
u(X) < oo.

Définition 3.12. Une mesure positive i sur un espace mesurable (X, T) sera dite o-finie
st X est réunion dénombrable d’éléments de T qui sont de mesure u finie.

Exemples de mesures positives sur P(X) :
e la mesure de comptage définie par pu(A) = 4(A) ;
e la mesure de Dirac en un point a € X, notée ¢, et définie par

1 si a€eA;
5“(A)_{0 si agA.

Proposition 3.13 (Propriétés élémentaires des mesures). Soit p une mesure positive sur
une tribu T sur un ensemble X .

1. Croissance : soit A,B € T avec A C B, alors u(A) < u(B).
2. Additivité : soit A, BeT,

(AU B) + p(AN B) = p(A) + u(B).

3. Sous-additivité dénombrable : pour toute suite { A, }nen d’éléments de T,
+oo +oo
u (U An> <> (A
n=0 n=0

4. Continuité : soit {A, },en une suite croissante d’éléments de T et {By}nen une
suite décroissante d’éléments de T, c’est-a-dire que pour tout n € N, A, C A,41 et
B,.1 C B, alors

+oo
(0) - s

et si u(By) < oo, alors,

“+o0o
() = i
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Preuve. Pour la plupart, ce sont des conséquences de la définition d’'une mesure
positive. La preuve est laissée en exercice pour les travaux dirigés. La continuité est un
peu plus délicate & démontrer que les autres propriétés, nous la détaillons. Commengons
par la suite des A,. On pose Cy = Ay et pour n € N* C,, = A, \ A,_1. Les C, sont

deux-a-deux disjoints et
+oo +o0o
Ua.=Jc..
n=0 n=0

Il suit que
+oo +00
K (U An) = ZM(CH) :
n=0 n=0
Supposons tout d’abord que
+00
o (U An) < +oo,
n=0
alors la série
+00
> u(Cy)
n=0

converge et donc

400 +00 n
: (U An> =2 (G = i ) (G = L u(4n).
n=0 n=0 k=0

Si maintenant

“+o00
U A, = 400,
n=0
alors
“+o00
Z 1(Cp) = +o00
n=0

c’est-a-dire que
n

w(A,) = ZM(Ck) — +oo lorsque n — +00
k=0

et on a donc encore le résultat.
Traitons maintenant le cas des B,. On va passer au complémentaire dans B;. On
pose pour n € N*, D, = By \ B,,. Il s’agit d’une suite croissante de parties mesurables et

on a donc
“+oo
() -t
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On utilise alors que p(D,) + u(B,) = p(Bi) et comme u(B;) < 400, on a u(D,) =
w(B1) — u(By). De méme on a

+oo +o0
K <U Dn) + (ﬂ Bn) = pu(B).
n=1 n=0
Il suit donc que

+oo
o(5) w0

n=0

3.3.2 Mesure sur une algébre

Définition 3.13. Soit X un ensemble et A une algébre de parties de X, on dit qu’une
fonction p = A — [0, 00] est une mesure si () =0 et si p est o-additive sur A, c’est-a-
dire si, pour toute suite {A, }nen de parties de A deuz-a-deuz disjointes dont la réunion

est dans A, on a
(U)o,

neN neN

Bien siir, comme A est une algébre et non une tribu, pour une suite de parties A, de
A deux-a-deux disjointes, la réunion des A,, n’est en général pas dans A.

Dans le cas ou la mesure de X est finie, on peut donner une définition alternative
équivalente d’'une mesure sur une algebre de parties de X :

Définition 3.14. Soit X un ensemble, A une algébre de parties de X et u une fonction
de A dans [0, 00] telle que pu(X) < oco. Alors p est une mesure sur A si et seulement si
vérifie les deux conditions suivantes :

1. Additivité. Pour toutes parties A, B € A disjointes, (AU B) = p(A) + u(B) ;

2. Condition de Carathéodory. Si {A, }nen est une suite décroissante d’éléments de A
et si lintersection des A,, est vide, alors u(A,) tend vers 0 lorsque n — 0.

Preuve. Commencgons par supposer que g est une mesure. Alors la propriété 1.
est une conséquence de la o-additivité et du fait que A est une algébre. Considérons
maintenant {4, },ey une suite décroissante d’éléments de A dont l'intersection est vide.
On considere la suite de parties disjointes suivante :

Bn::An\An+17 neN.

On a pour tout n € N (du fait que I'intersection de tous les A,, est vide)

O em
k=n
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et comme 'union est disjointe et que la réunion est un élément de A,

plA) = By

De plus, pour tout A € A, pu(A) < oo car
p(A) = n(A) + n(A%) = p(X) < co.
Il suit que p(Ap) < oo et donc la série

u(A0) =D pu(B).

keN

converge dans [0, oo[. Donc

w(A,) = ZM(Bk:) — 0 lorsque n — oco.
k=n

Réciproquement, supposons que p vérifie 1. et 2. La condition 1. entraine que

pu(0) = pu(0) + pu(0)
et comme () < oo du fait que la mesure de toute partie est finie (conséquence de 1.
établie plus haut) il suit que p(@) = 0. Soit maintenant {A,},en+ une suite d’éléments
de A deux-a-deux disjoints dont la réunion A est dans A. On considére alors la suite
décroissante de parties

n+1
By:=A, By =B, \ Apy1 = A\ (U Ak> .
k=1
On a bien que

ﬂBn:A\<GAk> —A\A=9.

neN
Il suit que
pu(By) — 0 lorsque n — cc.

Pour chaque n, on a I'union disjointe finie

A=B,J (U Ak>
k=1
et donc .
u(A) = u(Bn) + > p(Ax) .
k=1
Le fait que la mesure de B,, tende vers 0 entraine que la série

> n(Ay)
k=1

converge et vaut pu(A). O
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3.3.3 Mesure de Lebesgue

Nous allons maintenant définir la mesure de Lebesgue sur [0, 1] sur une algébre de parties
de [0, 1], nous verrons ensuite comment la prolonger a la tribu des Boréliens sur [0, 1] puis
a celle de Lebesgue.

Définition 3.15. Soit A l'algébre des réunions finies d’intervalles de [0,1]. On définit
pour un intervalle (a,b) de [0, 1]

AM(a,b):=b—a.
On étend la fonction A sur A par additivité.

Théoréme 3.3. La fonction longueur \ définit une mesure sur l’algébre A des réunions
finies d’intervalles de [0,1]. On Uappelle la mesure de Lebesque.

Preuve. On utilise la définition équivalente lorsque la mesure de ’ensemble est finie.
C’est bien le cas ici puisque A([0,1]) = 1. La propriété 1. est trés simple & montrer :

A(0) = A(0,0) = 0.

Considérons maintenant { A, },en+ une suite décroissante d’éléments de A dont I'intersection
est vide. Montrons que A(A,) — 0.

Soit ¢ > 0. Pour chaque n > 1, soit K,, un compact inclus dans A,,, réunion finie
d’intervalles fermés, tel que A\(A,, \ K,,) < £/2". On définit alors une suite décroissante de
compacts de la fagcon suivante

Cl = K1> ceey Cn = Kn an,1

Comme C, C A, il suit que l'intersection des C,, est vide. On sait qu'une suite de
compacts dont l'intersection est vide contient nécessairement ’ensemble vide. C’est-a-
dire qu’il existe nyg € N* tel que C,,, = 0 et donc C,, = () pour tout n > ngy du fait que la
suite C,, est décroissante. Si on veut estimer A\(A4,, \ C,,), on a

AALN\ C) = MAn \ Ko) + MNE \ Cy) < 2% T KL\ C)

et il nous faut estimer A(K, \ C,). On peut écrire
K, \Cp=K,\ (K,NCr1) CA\Croy CT A \Cpy

On en déduit que
€
)\(An \ Cn) S 2_n + )\(Anfl \ Cnfl) .

Par récurrence, il suit que

"1
)\(An\Cn)gazz—kga.
n=1
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Pour n > ng, on en déduit A\(A,) < ¢ et ceci prouve la condition de Carathéodory. ]
La méme construction peut étre faite sur [0, 1]”. On définit la mesure de Lebesgue sur
les pavés par le volume des pavés :

ARy (ak, b)) = T (b — ax) |
on l'étend par additivité a I’algebre des réunions finies de pavés sur [0,1]". On Pappelle

aussi la mesure de volume.

3.3.4 Mesures Boréliennes

Définition 3.16. Soit X un espace topologique, on appelle mesure Borélienne sur X une
mesure sur la tribu Borélienne de X.

Proposition 3.14 (“Fonction de répartition”). Soit p une mesure Borélienne sur R finie
sur les compacts. On pose F(x) = p([0,z]) si x > 0 et F(x) = —p([z,0]) si z < 0. Alors
F' est monotone croissante, continue a gauche. De plus, F' est continue & droite en {xo}
si et seulement si u({xo}) = 0.

Preuve. La croissance est une conséquence directe de la croissance de la mesure. Soit
2/ > x, on a trois cas :

1. si0 <2 <2, alors [0,z[C [0,2'] et donc ([0, z]) < ([0, 2']) ;

2. 81 x < 2 <0, alors [2/,0[C [z,0] et donc pu([2’,0]) < p([z,0]) ce qui implique

F(z) < F(2') 5
3. six <0< alors F(z) <0< F(a').

Montrons la continuité a gauche. Soit xy € R, on montre que F(x — h) — F(z) lorsque
h — 0, h > 0. Pour cela, nous allons raisonner en termes de suites. On considére une
suite {h,}, dans ]0, 00| qui tend vers 0 en décroissant. On traite deux cas :

1. 29 <0 : alors
F(xo = hn) — F(x0) = p([zo = I, 0]) = pu([2o, O) = pu([z0 — A, 30])

et [xg — hn, o[ est une suite décroissante de Boréliens dont U'intersection est vide,
d’ott par continuité de la mesure,

lim u([zg — Ay, zo]) = 0;

n—oo
2. o > 0 : pour n assez grand on a xy — h, > 0 et
F(x0) = F(xo — hy) = p([0, 20[) — p([0, 20 — ha[) = pu([w0 — har, )

et le méme raisonnement permet de conclure de la méme fagon.
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Pour la continuité a droite, traitons le cas de xg > 0. On considére comme précédemment
une suite {h,}, dans ]0, co[ qui tend vers 0 en décroissant. Alors

F(xo + hy) — F(x0) = pu([o, 20 + )

et les intervalles [xg, zg + h,[ sont décroissants d’intersection {zo}. Par continuité de la
mesure, il suit que

lim F(xo 4 hy) — F(20) = p({xo})

n—oo
et F' est continue a droite en xy si et seulement si u({xo}) = 0. Les cas g =0 et 29 < 0
sont laissés en exercice. O
Exemple. On pourra traiter I’Exercice |3.6]
A noter que ce résultat a une réciproque.

Théoréme 3.4. Soit F : R — R une fonction monotone croissante, continue a gauche.
Alors il existe une mesure Borélienne p sur R vérifiant u([a,b]) = F(b) — F(a).

Définition 3.17. Soit u une mesure Borélienne sur un espace topologique X, on dit que
w est réguliere si pour tout A € B(X) et pour tout e > 0 il existe un fermé F et un ouvert
O tels que F CACO et u(O\ F) <e.

Proposition 3.15. Toute mesure Borélienne finie sur un espace métrique est régquliére.

Preuve. On note p une telle mesure et X 'espace métrique. On considére G la famille
des parties Boréliennes A telles que, pour tout € > 0, il existe un ouvert U contenant A
avec (1(U \ A) < e. On montre trois propriétés de G.

1. G est stable par intersection finie. Pour ¢ = 1,2, soit A; € G, soit € > 0 et soit U;
un ouvert contenant A; tel que u(U; \ A;) < €/2. Alors

(U1NU)\ (AiNAg) = [U N (U \ A)]U[Us N (Ur \ A1)] C (U \ A1) N (U \ As) .
Il suit que p (U1 NU) \ (A1 NAg)) <e/2+¢/2=¢.

2. G est stable par intersection dénombrable décroissante. Soit { A, },, une suite décrois-
sante d’éléments de G et A l'intersection des A,,. Soit € > 0. Il existe ng € N tel que,
pour tout n > ng, (A, \ A) < e/2 du fait que la mesure est finie. Soit alors U, un
ouvert contenant A,, tel que u(Uy, \ An,) < €/2,0na A,, C Uy, et u(Uy,, \ A) <e.

3. G est stable par réunion dénombrable. Soit { A, },en+ une suite d’éléments de G. Soit
e > 0. Pour chaque n, on considére U,, un ouvert contenant A, tel que u(U, \ 4,) <

e/2"™. Comme
(UUn> \ (UAH> clJw.\ A,

(U )=
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Les propriétés 1. et 2. entrainent que G est stable par intersection dénombrable. De plus
G contient les ouverts. Et comme tout fermé est intersection dénombrable d’ouverts

F= () F., F,=|JB(.1/n),

neN* zeF

G contient les fermés. Soit maintenant
Go:={Aeg; A e G},

Go est une tribu et elle contient les ouverts car G contient les fermés. De plus elle est
incluse dans G qui est incluse dans la tribu des Boréliens. Donc c’est la tribu Borélienne
(et donc G aussi). Mais dire que A € G signifie que pour tout € > 0, il existe F fermé
contenu dans A tel que u(A \ F) < e. Donc pour tout Borélien A, pour tout ¢ > 0,
il existe U ouvert contenant A et F' fermé contenu dans A tels que pu(U \ A) < ¢ et
WA\ F) <e. O

Théoréme 3.5. La mesure de Lebesque sur R™ est réguliere.

Preuve. Par la proposition précédente, la mesure de Lebesgue est réguliére sur les
pavés finis. On peut touver une suite de pavés finis { Py }ren+, deux a deux disjoints, tels
que leur réunion soit R™. Soit A un Borélien et soit ¢ > 0. Pour chaque £ € N* on
considére U, un ouvert de R™ contenant A N P, et I}, un fermé de R™ inclus dans A N P,
tels que

€ €
w(Uk \ (AN Fy)) < 5 (AN P\ F) < o5
On pose alors
keN* keN*

Alors U est un ouvert comme réunion dénombrable d’ouverts et F est un fermé comme
réunion dénombrable de fermés deux a deux disjoints. De plus

M(A\ U Fk) < N(U(Ampk>\Fk> <e,

keN* keN*

,u((U Uk>\A> < ,u<U Uk\(AﬂPk)>§£. O

3.4 Théoréme de prolongement

Définition 3.18. Soit X un ensemble et A une algébre de parties de X et p : A —
[0,400]. On dit que p est o-finie si X est réunion disjointe dénombrable de parties
A, e A, peN, telles que ji(A,) < 0o pour tout p € N.
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Exemple. Sur X = R", on considére les pavés spéciaux
P = [al, b1[>< [0,2, bQ[X... X [O,n, bn[

ou les intervalles [a, by[ sont autorisés a étre de la forme [ay, +oo[ avec ar € R ou de
la forme | — 0o, b| avec by € R. On considére A 'algébre des réunions finies de pavés
spéciaux. Le volume est une mesure o-finie sur A.

Nous admettrons le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.6 (de Carathéodory). Soit X un ensemble, A une algébre de parties de X
et u une mesure o-finie sur A, alors p admet un unique prolongement en une mesure sur

la tribu o(A).

3.5 Application a la mesure de Lebesgue

Le théoréme suivant montre que la mesure de Lebesgue sur les pavés se prolonge de
facon unique a la tribu Borélienne de R™. C’est un corollaire immédiat du Théoréme de
Carathéodory.

Théoréme 3.7. Il existe une unique mesure définie sur la tribu Borélienne de R™ qui a
tout pavé associe son volume n-dimensionnel usuel. On la note X et on lappelle la mesure
de Lebesgue.

Corollaire 3.4. La mesure de Lebesgue est finie sur les compacts et invariante par trans-
lation.

Preuve. La finitude sur les compacts vient de la croissance de la mesure et du fait que
tout compact est contenu dans un pavé. L’invariance par translation est conséquence de
I'unicité : la mesure de Lebesgue translatée est une mesure définie sur la tribu Borélienne
de R™ qui a tout pavé associe son volume n-dimensionnel usuel. O

Proposition 3.16. Soit i une mesure Borélienne sur R", finie sur le cube unité et in-
variante par translation, alors p est proportionnelle a la mesure de Lebesgue.

3.6 Ensembles négligeables

Définition 3.19. Soit (X, T, 1) un espace mesuré, on appelle partie négligeable de X une
partie N de X telle qu’il existe A€ A, N C A avec u(A) = 0.

Proposition 3.17. Toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Preuve. Soit (X, T, ) un espace mesuré, { Ny }ren une famille dénombrable d’ensembles
négligeables dans X. On pose
N =[] N:.
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Pour chaque k € N, il existe Ay € T tel que Ny C Ay et pu(Ax) = 0. Soit

A:UAk.

keN

L’ensemble A est mesurable comme réunion dénombrable d’éléments de T et de plus on

aNCAet
u(A)=u<U Ak) <D p(A) =0.

Donc N est négligeable. O
Exemples. Voir les Exercices [3.7] et [3.8|

Les parties négligeables ne sont pas nécessairement mesurables, mais il est naturel de
décider que leur mesure est nulle. Ceci revient a élargir la tribu 7 en lui ajoutant les
parties négligeables. On appelle cela compléter 1'espace mesuré.

Définition 3.20. Soit (X, T, p) un espace mesuré, on dit qu’il est complet si toute partie
négligeable de X est dans T .

Théoréme 3.8. Soit (X, T, ) un espace mesuré, il existe un prolongement p* de pu a la
tribu

T :=0(TUN)
ou N est ’ensemble des parties négligeables de X, tel que (X, T*, u*) soit complet.

Remarque 3.7. En général, T* # P(X).

Définition 3.21. On appelle tribu de Lebesque sur R™ la complétée de la tribu Borélienne
sur R™. On la note M(R"), elle est distincte de P(R™).

3.7 Exercices

Exercice 3.1. Soit X et Y deux ensembles, b € Y et f : X — Y D'application définie par
f(z) = b pour tout z € X.

1. Déterminer f~'(B) pour toute partie B de Y.
2. Soit T une tribu sur Y, déterminer f=1(7).
Exercice 3.2. Soit X un ensemble, A C X et f : X — R définie par f = 14.
1. Déterminer f~'(B) pour toute partie B de R.
2. Soit T une tribu sur R, déterminer (7).

Exercice 3.3. Soit X et Y deux ensembles et f : X — Y une application. Soit A C Y,
déterminer (o (A)).
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Ezercice 3.4. Soit (X,S) et (Y,7T) deux espaces mesurables.
1. On suppose que § = P(X). Quelles applications de X dans Y sont mesurables?

2. On suppose que S = {0}, X }. Quelles applications de X dans Y sont mesurables?

3. On suppose que S = o({A}) pour une partie A de X donnée. Quelles applications
de X dans Y sont mesurables?

FEzercice 3.5. e Fonction constante. Soit (X,S) et (Y,7T) deux espaces mesurables,
soit yp € Y et soit f la fonction définie sur X a valeurs dans Y par f(x) = yo pour
tout © € X. Montrer que f est mesurable.

e Fonction indicatrice. Soit (X, S) un espace mesurable et A C X. Montrer que
1s: (X7 S) — ({07 1}7P({07 1}))

R 1 size A
o 0 siz¢g A

est mesurable si et seulement si A € S.

Ezercice 3.6. On considére sur (R, P(R)) la mesure
W= Z On -
neZ

Déterminer sa fonction de répartition (définie dans la Proposition [3.14]) et tracer son
graphe.

Ezercice 3.7. Soit X un ensemble muni de la tribu P(X).

e Soit a € X, quelles sont les parties négligeables pour la mesure §,7

e Quelles sont les parties négligeables pour la mesure de comptage?

FExercice 3.8. Soit sur R une tribu T et soit

= ZancSn

nez
ol a, € RT pour tout n € Z.

1. Montrer que p est une mesure sur 7

2. Dans le cas ou T = P(R), quelles sont les parties négligeables pour 7 Existe-t-il
des parties négligeables non mesurables?

3. L’ensemble des parties négligeables de R dépend-il de la tribu 77
Ezercice 3.9. On munit R de sa tribu Borélienne et de la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que tout sous-ensemble dénombrable de R est négligeable.

2. Existe-t-il des parties dénombrables de R non mesurables?
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Intégrale des fonctions positives

On commence par définir de fagon naturelle I'intégrale des fonctions étagées positives.

Définition 4.1. Soit (X, T, u) un espace mesuré et

X = Z ailAz’
=1

une fonction étagée positive (c’est-a-dire que les A; sont dans T et les a; sont dans [0, 00] ).
On définat

n

[ x@anta) = Y an(an.

i=1
Maintenant, nous pouvons définir I'intégrale de toute fonction mesurable positive.

Définition 4.2. Soit (X, T, u) un espace mesuré et soit f une fonction mesurable positive
sur X, c’est-a-dire mesurable pour (X, T) et ([0, 00], B([0,00])). On définit l'intégrale de
f sur X par

/ f(z)du(z) = Sup{ / x(z)du(z), x étagée positive, x < f} ,
X X

On peut aussi intégrer des fonctions mesurables positives sur des parties de X a
condition qu’elles soient mesurables.

Définition 4.3. Soit (X, T, 1) un espace mesuré, f une fonction mesurable positive sur
X et A e T. On définit l'intégrale de f sur A par

/A F(@)du(z) = /X F(@)Lale)du()

La définition de I'intégrale implique certaines propriétés utiles.

33
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Proposition 4.1 (Propriétés élémentaires de l'intégrale des fonctions mesurables posi-
tives). Soit (X, T, ) un espace mesuré.

1.

Monotonie. Soit f et g deux fonctions mesurables positives sur X avec f < g,
alors

[ t@aute) < [ gute).

Si x1 et x2 sont des fonctions étagées positives sur X, alors
[ G+ @) = [ xite)duto) + [ xawduo).
b's X X

Si A est une partie mesurable de X et si u(A) = 0, alors pour toute fonction
mesurable positive f sur X on a

| #a)uta) =o.
A
St f est une fonction mesurable positive sur X et si A € T, alors
[ f@an) = [ f@ane) + [ f@nt).
X A AC
St x est une fonction étagée positive donnée sur X, alors

AeT— /Ax(a:)du(x)

est une mesure sur T .

Preuve.

1.

Soit x une fonction étagée positive inférieure ou égale a f, alors y < ¢ et par
définition de l'intégrale de ¢ sur X, on en déduit que

/xdué/gdu
X X

et en prenant le sup du membre de gauche sur les fonctions étagées positives in-
férieures a f, on trouve 'inégalité voulue.

. C’est juste une question de décomposition des parties mesurables sur lesquelles x; et

X2 sont constantes en réunions disjointes de parties mesurables sur lesquelles x1 + 2
est constante et de recomposition dans 'intégrale. On peut faire I'exercice dans le
cas ol x1 et xo sont simplement proportionnelles a des fonctions indicatrices.
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3. Soit
X = Z a;la,
i=1

une fonction étagée positive inférieure ou égale a f14. Si a; > 0 alors Ay C A et
donc p(A;) = 0. 11 suit que
/ xdp =0
b's

et en prenant le sup sur les fonctions étagées positives inférieures ou égales a f14,

on obtient
/ flAdu:/fdu:O.
X A

4. Soit x une fonction étagée positive inférieure ou égale a f. Alors xy14 est une
fonction étagée positive inférieure ou égale a f14 et xy1l4c est une fonction étagée
positive inférieure ou égale & f1,c. Par le point 2. on a alors

/xw—/mm+/st/ﬁm+/fw.
X A AC A AC

Et en prenant le sup du membre de gauche sur les fonctions étagées positives in-
férieures ou égales a f, on trouve

/deMS/Afdu+ [ ran.

Maintenant si y; est une fonction étagée positive inférieure ou égale a f14 et si xo
est une fonction étagée positive inférieure ou égale & f1,c, alors y = x1 + X2 est
une fonction étagée positive inférieure ou égale a f. En appliquant le second point

on a
/mw+/xmm/kw§/ﬁm
A AC X X

puis en prenant successivement le sup du membre de gauche sur les x; < f1,4 puis
sur les yo < fl,c on en déduit

Afdu+Acfdu§Afdu-

5. C’est une conséquence des points précédents. On pourra le traiter en TD. n

Théoréme 4.1 (Inégalité de Tchebychev). Soit (X,T,u) un espace mesuré et f une
fonction mesurable positive sur X. Soit a > 0, on a

pfre X f@ = a) < 1 [ faant
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Preuve. Le résultat suit directement de la monotonie de I'intégrale. En effet,

alizex; fayzay < f. O

Définition 4.4 (Propriété vraie presque partout). Soit (X, T, 1) un espace mesuré, on
dira qu’une propriété est vraie u-presque partout (ou simplement presque partout) si elle
est vraie pour tout v € X \ N ot N est une partie négligeable de X.

Un exemple simple de propriété vraie presque partout est le suivant : sur (R, B(R), \), la
fonction f = 1g est nulle presque partout. On écrira

f=0pp.

On pourra se reporter a I’Exercice pour voir que QQ est un ensemble négligeable pour
la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.2. Soit [ est g deux fonctions mesurables positives sur un espace mesuré

(X, T, p).
1. Si [y f(z)du(x) < oo alors f(x) < co p.p.
2. [ fz)du(z) =0 & f(z) =0 pp.
3. fx) =g(@) pp. = [y fl@)du(z) = [y g(x)du(z).
Preuve.

1. On pose A = f~1(o00) et on suppose que u(A) > 0. On considére la suite de fonctions
gn = nly. C’est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui vérifie
gn < f pour tout n. De plus

/ gndp =np(A) — 0o; n — 0.
b's
Il suit par croissance de 'intégrale que
/ f(z)dz = 4o00.
X
2. Supposons f =0 p.p. On définit

A={zeX; fz)>0} = f(0.00]).

Alors A est mesurable (du fait que f est mesurable et que ]0, 00| est un Borélien de
[0,00]) et on a u(A) = 0, donc U'intégrale de f sur A est nulle. Et

[ ftu= [ gan [ =04 0xuxy =0,
X A X\A
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car X \ A= f~1({0}).

Supposons maintenant que l'intégrale de f sur X soit nulle. Soit pour n € N*
Ay ={r e X; f(x) >1/n} = f1([1/n,00]).

Alors pour tout n € N*,

[ fanz cuan
X

et donc A,, est de mesure nulle. Il suit que
A={zeX; f(x)>0}= ] A,
neN*

est de mesure nulle comme réunion dénombrable de parties de mesure nulle. Donc
f est nulle presque partout.

3. Soit A={z € X; f(x) =g(x)} = (f —g9)"'({0}). L’ensemble A est mesurable et
w(AY) = 0. On a donc

/fdu /fdu /fdu /fdu

et méme chose pour g. Et comme f = g sur A, on a le résultat. O]
On pourra traiter ici I’Exercice [4.1}

Théoréme 4.2 (de convergence monotone de Beppo Levi). Soit (X, T,u) un espace
mesuré, { fn}nen une suite croissante de fonctions mesurables positives. On pose

Jf = lim f,,
n— oo

alors f est mesurable positive et

[ f@auta) = tim [ fute)duta)

Preuve. Comme f est limite de fonctions mesurables, on a vu qu’elle est aussi
mesurable. De plus, par la propriété de monotonie de I'intégrale, pour chaque n € N,

/X fudy < /X foady et /X fudp < /X fdu.

Il suit d’une part que la limite
lim fndu

n—oQ

existe dans [0, oo] et d’autre part qu’elle est majorée par I'intégrale de f. Il reste & montrer
lautre inégalité. On considére les fonctions étagées positives y vérifiant la propriété

pour tout z € X tel que f(z) >0, ona0 < x(z) < f(x). (4.1)
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Si par exemple x est une fonction étagée positive telle que 0 < y < f, alors pour tout
e €]0, 1], la fonction ey vérifie la propriété (4.1)). Il suit que

/ Jfdu = sup / xdp .
X X étagée positive et vérifiant (4.1) J X

Soit x une fonction étagée positive vérifiant (4.1)), on pose

By ={z e X; fulz) 2 x(x)} .

L’ensemble FE, est mesurable du fait que les fonctions x et f, le sont. Par monotonie,

/ fodp > fodp > / xdp.
X E, n

La suite des ensembles F,, est clairement croissante. De plus, la réunion des F,, est X.
En effet, soit € X, ou bien f(z) = 0, alors z € E,, pour tout n, ou bien f(z) > 0 et
alors comme par (4.1)) on a x(z) < f(z), au dela d’un certain rang, f,(z) €|x(x), f(x)]
c’est-a-dire x € F,,.

On considére maintenant la mesure

Ar—>/xdu.
A

Par la propriété de continuité,

/ xdp — / xdp lorsque n — oo
En b's

On en déduit
lim [ fudy > / X
X X

n—oo

et en prenant le sup du membre de droite sur les fonctions étagées positives vérifiant ,
on obtient 'inégalité voulue. O]

Ce théoréme essentiel permet entre autres de montrer enfin la linéarité de I'intégrale
des fonctions mesurables positives.

Corollaire 4.1. Soit (X, T, p) un espace mesure.

1. Soit f et g deux fonctions mesurables positives et o et 3 deux réels positifs, alors
[ (@r@)+ BgaNante) =a [ fa)dute)+5 [ g)duta).
X X X

2. Le résultat précédent est encore vrai si on prend o, € [0, 00].
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3. Soit { fn}nen une suite de fonctions mesurables positives,

o e

neN

4. Soit f une fonction mesurable positive, [’application

AeT — /Af(x)du(x)

est une mesure sur T .

Preuve. La premiére partie est une conséquence de la linéarité pour les fonctions
étagées positives, du fait que toute fonction mesurable positive est limite croissante de
fonctions étagées positives et du théoreme de convergence monotone. Pour la seconde
partie, on applique la linéarité a la suite des sommes partielles et on passe a la limite a
I’aide du théoréme de convergence monotone. O

On pourra ici traiter ’'Exercice qui illustre le fait que I'analogue du Théoréme de
Beppo Levi avec une suite décroissante est faux. En revanche on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. Soit (X, T, 1) un espace mesuré, { fn tnen une suite décroissante de fonc-
tions mesurables positives. On pose

f= ILm fn.
Si
[ fula)duta) < +o0
X
alors

[ r@aua) = im [ fe)dute).

Il s’agit en fait d’un cas particulier du théoréme de convergence dominée de Lebesgue
que I'on va voir dans la section suivante.

Théoréme 4.4 (de Fatou). Soit { f,}nen une suite de fonctions mesurables positives sur
un espace mesuré (X, T, u), alors

/liminffn(x) <hm1nf/ fo(z)dp(z
X

n—-+o0o n—-+o0o

Preuve. La limite inf de la suite {f,}, est la limite croissante de la suite {gx } :
gr(x) == igg fn(z).

Par le théoréeme de convergence monotone, on a donc

/Xlim inf f,,(x)du(z) = lim gr(z)dp(x) .

n——+o00 k——+oo X
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En utilisant la monotonie de I'intégrale, on a pour tout n > k,

A%mwwséﬁwwm

[ a@nte) < inf [ futa)duta)

d’ou

et on en conclut

/Xliminffn(x)dy(x) = lim ng(x)d,u(x)

n—+00 k—+o00

< lim inf/fn(x)du —hmmf/ fo(x)dp(z

k—~+ocon>k X

D’oul le théoréme. []
Avec le matériel a notre disposition, on peut donner des exemples explicites de calcul
d’intégrales pour certaines mesures simples. En voici deux.

Théoréme 4.5. On munit R de la tribu P(R) sur laquelle on considére les mesures d,
pour a € R donné et
p-Ya.

nez
Etant donné que la tribu sur R est la tribu de toutes les parties de R, toute fonction de R
dans [0, 00] est (P(R), B([0, 00])-mesurable positive. Soit une fonction f : R — [0, 00],
on a

/ﬂ@mmwzﬂ@,
/f du() = 3 £(n)

neEL

Preuve. La démonstration est dans I’esprit de la résolution détaillée de I’Exercice
présentée en Section 4.8

e Commencons par la premiére intégrale. On distingue deux cas.
1. Premier cas : f(a) < oco. On considére alors la fonction

x(w) = f(a)ly(z).

C’est une fonction étagée positive sur R et elle est d,-presque partout égale a
f, car les négligeables pour §, sont les parties de R ne contenant pas {a} et x
coincide avec f sur {a}. On a donc

Aﬂmmmwzénw@w

et par définition de I'intégrale des fonctions étagées positives

AX@MAMZfWﬁAMD:fw%
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2. Second cas : f(a) = co. On considére alors la suite (x,), de fonctions étagées
positives définies par

Xn = Nl .

Chaque y,, est étagée positive et inférieure a f, donc

/Rxn(:p)d&l(x) =nd.({a}) =n.

Il suit que
/Rf(x)déa(x) >nVn e N.
On en déduit que
/R F(2)d8u(z) = 00 = f(a).
Ceci conclut le calcul de la premiére intégrale.
e Pour la seconde intégrale, on adopte une approche similaire. On distingue deux cas.

1. Premier cas : f est finie sur les entiers relatifs, i.e. f(n) < oo pour tout n € Z.
On considére alors la suite de fonctions étagées positives (¢ )ren+ définies par

k
dr=>_ f(n)lgy.

n=—k
Il s’agit d’une suite de fonctions étagées positives qui tend en croissant vers la

fonction

neL

Comme la fonction y coincide avec f sur tous les entiers, elle est égale a f
p-presque partout, car les négligeables pour la mesure ;o sont les parties de R
ne contenant aucun entier. On a donc d’une part

/R F()du(z) = / \(@)dp()

et d’autre part, par le Théoréme de Beppo Levi,

[ x@anta) = tim_ [ onto)inte

L’intégrale des ¢y, se calcule en appliquant la définition de I'intégrale des fonc-
tions étagées positives. On a

[ otz =S ) = 3 )

n=—~k n=—*k
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On conclut que
[ 1@)duta) = tim / on(@)du(z) = 3 £ ()
R nez

2. Second cas : il existe ny € Z tel que f(ny) = co. On considére alors la suite
(Xn)n de fonctions étagées positives définies par

Xn = nl{no} .

Chaque Y, est étagée positive et inférieure a f, donc

/R yo(@)dp(x) = np({no}) = .

Il suit que
/ f(x)dp(z) > nVn e N.
R

On en déduit que

[ #@nte) = 00 = ) = 3 ()

nez

Ceci conclut la preuve du théoréme. n

4.2 Intégrale des fonctions réelles ou complexes

Définition 4.5. Soit (X, T, u) un espace mesuré et f . X — C une application.
e On dira que f est intégrable si :

1. f est mesurable pour les tribus T et B(C) ;
2. [ [f(@)ldu(z) < oo.

o Si f est intégrable a valeurs réelles, on définit alors lintégrale de [ sur X par

/f e /f+ e /f 2)du(s

ot [t et f~ sont respectivement la partie positive et la partie négative de f, définies
par

fH=max(0, f), f~ = —min(f,0).

o Si f est intégrable a valeurs complexes, on définit alors l'intégrale de f sur X par

[ r@auta) = [ (Re p@ant +i [ (m o).
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Définition 4.6. Soit (X, T,u) un espace mesuré. L’ensemble des fonctions complexes
intégrables sur X sera noté LY(X ; du).

Remarque 4.1.

e Une fonction f : (X, T) — (C,B(C)) est mesurable si et seulement si Re f et Im f
sont mesurables de (X, 7)) dans (R, B(R)).

T) =

h f

( B(R)) est mesurable si et seulement si les fonctions
= —min(f,0) sont mesurables.

e Une fonction f : (X,
positives fT = max(0,

e On voit en particulier que si f a valeurs réelles est mesurable, alors |f| = f* + f~
est mesurable. Et si f a valeurs complexes est mesurable, alors |f| est mesurable.
Bien stir la réciproque de ces deux implications est fausse.

La proposition suivante est une conséquence de la linéarité de I'intégrale des fonctions
mesurables positives et de la définition de I'intégrale des fonctions intégrables a partir des
intégrales des parties positives et négatives de leurs parties réelle et imaginaire.

Proposition 4.3. Soit (X, T, u) un espace mesuré, LY(X ; du) est un C-espace vectoriel.
L’application

f~>/deu

est une forme C-linéaire sur L1(X ; du) et vérifie

d du.
Xfu‘é/xlflu

Remarque 4.2. On a vu que l'intégrale sur une partie mesurable et de mesure nulle d'une
fonction mesurable positive est toujours nulle. Il suit que toute fonction mesurable est
intégrable sur toute partie mesurable de mesure nulle et que son intégrale sur une telle
partie vaut zéro. En particulier, on peut considérer des fonctions qui ne sont pas définies
sur des parties de mesure nulle, ceci ne posera pas de probléme pour étudier leur intégra-
bilité. Les fonctions définies presque partout sont des objets naturels pour I'intégrale de
Lebesque.

Le résultat suivant est évident mais est trés utile pour étudier 'intégrabilité d'une
fonction mesurable.

Proposition 4.4 (critére d’intégrabilité par comparaison). Soit (X, T, 1) un espace mesuré
et f: X — C une fonction mesurable pour les tribus T et B(C).

e S’il existe une fonction g positive et intégrable sur X telle que |f(z)| < g(z) presque
partout sur X, alors f est intégrable sur X.

o S’il existe une fonction g mesurable positive telle que

/X g(@)du(z) = +o0

et |f(xz)| > g(x) presque partout sur X, alors f n’est pas intégrable sur X.
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Théoréme 4.6 (de convergence dominée de Lebesgue). Soit (X, T, ) un espace mesureé.
On considére une suite { f,}nen de fonctions complezes mesurables. On suppose que :

1. il existe une fonction g > 0 intégrable sur X telle que pour tout n € N,
|[fu(@)| < g(x) p— presque partout ;

2. pour presque tout x, la suite (f,(x)), converge dans C, on note

f(x): lim f,(z)

n——40c0
et f est alors une fonction définie presque partout sur X ;
alors on a les deux conclusions suivantes :
1. il existe une fonction f € LY(X ; du) égale presque partout a f ;

2. [ | fu(x) = f(z)|du(z) — 0 lorsque n — +oo et en particulier

lin_ [ fu@due) = [ fa)duta).

n—+400

Remarque 4.3. Si la suite (f,) converge en tout point de X, alors les fonctions f et f sont
les mémes.

Preuve du théoréme de Lebesgue. Pour n € N, on note

Np =A{z € X5 [fu(z)] > g(x)} .

Les N, sont mesurables du fait que les fonctions f,, sont mesurables ainsi que g. Soit
M une partie de X négligeable et mesurable telle que pour tout = ¢ M, la suite f,(x)

converge vers f(z). On pose
N = (U Nn) .
neN

L’ensemble N est de mesure nulle comme réunion dénombrable de parties mesurables
négligeables. On définit la fonction f sur X par

si v ¢ N,
si z€N.

o =|

La fonction f = f1lx\y est mesurable comme limite des fonctions mesurables f,1x\x.
Pour x ¢ N, on a |f,(z)] < g(x) et fu(x) — f(z), dou |f(z)| < g(z). Il suit que f est
intégrable sur X.

Pour montrer le second point, on va utiliser le théoréme de Fatou sur X \ N. On
consideére la suite de fonctions

On =29 —|f = fal.
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La suite ¢, est positive et tend vers 2g sur X \ N lorsque n — oco. Par le théoréme de
Fatou,

/ 2gdp < liminf Opdp = / 2gdp — lim sup/ |f — fuldw.
X\N n—=+oo Jx\N X\N n—+oo JX\N

Il suit que
fimsup [ |7 = fuldp =0
X\N

n——+00
et comme l’ensemble N est négligeable, le méme réultat est vrai avec l'intégrale sur X
au lieu de X \ N. Enfin, pour une suite positive, dire que sa limite supérieure est nulle
revient a dire que sa limite est nulle. O

4.3 Intégrales des fonctions a une variable

Notation. Lorsqu’on travaille avec la mesure de Lebesgue sur R ou sur R”, on note
fréequemment dz au lieu de dA(z).

Le résultat fondamental faisant le lien entre I'intégrale de Lebesgue et celle de Riemann
est le théoréme suivant :

Théoréme 4.7. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit F' une prim-
itive de f. Alors f est intégrable sur [a,b] et

- f(z)dz = F(b) — F(a).

Avant d’énoncer un corollaire important de ce résultat, commengons par rappeler la
définition d’une fonction continue par morceaux.

Définition 4.7. Soit —co < a < b < 400 et f : [a,b] = R ou C. On dit que f est
continue par morceauz sur |a,b] s’il existe une subdivision de |a,b] en intervalles [a;, a;11],
0<i1<n—1,aveca=ag < a; < ay < ... < p_1 < a, =Db, telle que :

o f est continue sur |a;, a;y1| pour tout i € {0,1,....n—1} ;

o f admet une limite finie a gauche en tout point a;, 1 < i < n et une limite finie
a droite en tout point a;, 0 < i < n — 1 (autrement dit, f admet en les a; des
discontinuités de premiére espéce).

Corollaire 4.2. Toute fonction continue par morceauzr sur un intervalle [a, b] est intégra-
ble sur [a, b] et son intégrale de Lebesque coincide avec son intégrale au sens de Riemann,
c’est-a-dire :

b
Mb}f(x)dx :/a f(z)dx.
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Preuve du théoréme [4.7, Tout d’abord, la continuité de f sur [a,b] entraine que
f est mesurable et bornée sur [a, b], i.e. il existe C' > 0 telle que, pour tout = € [a, b], on
ait |f(z)] < C. 11 suit que

/ |f(z)|dz < C dz = CX([a,b]) = C(b—a) < +00,
[a,b] la,b]

La fonction f est donc bien intégrable sur [a,b]. On considére maintenant la fonction G
définie sur [a, b] par

G(z) == f(t)dt.

[a,z]

Pour z € [a,b] et | > 0 tel que x +1 € [a,b], on a

Gz +1) — G(x) _ 1 d
] pa

1
ziﬁéwﬂ@&+iéﬁ“ﬂﬂ—ﬂﬂﬂf

1 1
— Tf(x)x([x,xH]HZ/[mM (f(t) = f(z))dt

1
= f(x)+ - — f(z))dt.
Ry BCICRN LT

On en déduit que

) < [ - sl
< %Qﬁgﬁﬂﬂ—ﬂ@Oth+m
= s 1) ()]
te(z,z+l]

Par continuité de f, ce dernier terme tend vers 0 lorsque [ — 0. On peut bien str
effectuer le méme raisonnement pour [ < 0. On en déduit que G est dérivable sur [a, b] et
que G’ = f. Il suit donc que G et F' différent simplement par une constante, autrement
dit,

Comme de plus

et
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on a bien le résultat voulu. ]

Le théoréme [4.7] ainsi que le théoréme de Beppo Levi nous donnent un moyen pratique
d’étudier 'intégrabilité d’une fonction continue, ou continue par morceaux, sur R : soit
f + R — R ou C une fonction continue, ou continue par morceaux, on note pour
n € N*, g, = f.1_pn. Lasuite {|gn|}nen- est une suite croissante de fonctions mesurables
positives tendant vers |f| lorsque n — 4o00. Donc

[ 1@l = 1 [ .ol

On calcule alors 'intégrale de g,, en écrivant

[1a@ite = [ 7@

et en utilisant les méthodes habituelles pour calculer cette derniére intégrale. On étudie
enfin la limite des intégrales des fonctions |g,| ; la fonction f sera intégrable sur R si et
seulement si la limite est finie.

Dans le cas ou f est intégrable sur R, on peut calculer son intégrale sur R a ’aide du
Théoréme de convergence dominée. En effet, la suite {g, },en converge vers f sur R, de
plus, on a

lgn ()| < |f(2)| Vo € R

et |f| est & valeurs positives et intégrable sur R. Donc, par le Théoréme de convergence
dominée :

/gn(x)dx — / f(z)dx lorsque n — +o0.
R R

/Rgn(x)dx = /_Z f(z)dx.

On calcule ces derniéres intégrales par les techniques dont on a I’habitude, puis on calcule
leur limite et on trouve ainsi I'intégrale de f sur R.

A noter que dans le cas ou f est a valeurs positives, la premiére étape du raisonnement
suffit a calculer I'intégrale de f sur R.

On peut de fagon analogue étudier 'intégrabilité et selon le cas calculer I'intégrale, de
fonction continues, ou continues par morceaux, sur

D’autre part,

1. [a,+oo[, olt a € R,

2. | —o00,al, ot a €R,

3. [a,b], ol —o0 < a < b< 400,

4. ou a,b], o —00 < a < b < +o0.

On définit respectivement la suite {g, }nen+ dans chacun des cas par :



48 CHAPITRE 4. INTEGRATION

L. gn(x) := f(2)1an(x), pour n assez grand,
2. gn(x) == f(2)1|_yq(x), pour n assez grand,
3. gn(x) = f(x)l[ayb_%}(x), pour n assez grand,
4. gn(x) = f(m)l[aJr%’b] (x), pour n assez grand,

le raisonnement est alors identique. En application de ces remarques, voici un théoréme
fondamental.

Théoréme 4.8.

1 1
R 4.2
d 1 +1_2 S ‘C ( )7 ( )
1
e soit @ > 0 donné, pour « € R, — € L'(Ja, +oc]) & a > 1, (4.3)
xOC
1
e soit a >0 donné, pour a € R, — € L£1(]0,a]) & a <1, (4.4)
xa
1
e quel que soit « € R, — ¢ L£(]0, +oc]). (4.5)
xOé

Preuve. Nous appliquons la technique générale décrite ci-dessus et nous en reprenons
les notations.

e Preuve de (4.2). La fonction f est

1

f: R%RJr? f(x>:ma

et pour k € N*, la fonction g est définie par

gr(x) = Ly (2) f ().

La fonction f est continue sur R, on peut donc appliquer les remarques précédentes.
Elle est de plus a valeurs positives.

k
d
/|gk(x)|dx :/gk(:r)d:t :/ T [arctana:]’ik = 2arctank .
R R _

k1+x2

Donc
llm / lgr(x)|der =2 lim arctank =7 < +o00.

k—+o00

Donc la fonction f est intégrable sur R.

e Preuve de (4.3). On a

fa @ la,+oo|—= RT, fu(x) = S

xa
pour k € N* assez grand, gi(z) = Ljax(x)f(2).

I
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La fonction f est continue sur |a, +oo[, on peut donc appliquer les remarques précé-
dentes. De plus, elle est a valeurs positives.

kdx

[lataar= [ aaao= [ .

donc si a # 1,

11 1" 1 1 1
/[R;|gk(x)‘dx_ |:1—Oé$a1:|a_ 1_@ (kal - aal) '

Sia>1, alors a —1 > 0 et donc

1 1
/ lgr()|dz — ————= < 400 lorsque k — +o0,
R 1 —aa>
alors que si a < 1, « — 1 < 0 et donc 1/(k*™') — 400 lorsque k — +oo, d’ot,
/ |gr.(z)|dz — 400 lorsque k — +00.
R

Donc, f, € £(]a,+o0o]) si et seulement si a > 1. La preuve de (4.4) est laissée
en exercice, quant a (4.5)), c’est une conséquence immeédiate de (4.3)) et (4.4). Ceci
O

conclut la preuve du théoréme.

4.4 Conséquences du théoréme de Lebesgue

On considére (X,7,u) un espace mesuré et Y un espace métrique. Soit A € T et
f: AxY — C, on considére la fonction suivante sur €2

F(t) :/Af(x,t)du(x), tey.

Le théoréme de Lebesgue permet de montrer sous des hypothéses relativement simples la
continuité et la dérivabilité de F' sur €).
On commence par énoncer un théoréme de continuité en un point ¢, donné.

Théoréme 4.9 (Continuité en un point). Soit ty € Y. On suppose que :
1. pour toutt €Y, lapplication x — f(x,t) est mesurable pour les tribus T et B(C) ;
2. pour presque tout v € A, Uapplication t — f(x,t) est continue en ty ;

3. il existe une fonction g : A — [0, +00| intégrable sur A telle que pour chaquet € Y

|f(x,t)] < g(x) p.p. sur A,
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alors F' est bien définie sur'Y et continue en t.

Preuve. Les hypothéses 1. et 3. impliquent que = — f(x,t) est intégrable sur A pour
tout t € Y et donc que F' est bien définie sur Y. Si maintenant on considére une suite
{7 }n dans Y qui converge vers ty, par I'hypothése 2. la suite de fonctions f,, définie par

fn(@) = [f(2,7)

converge presque partout vers f(z,%y). De plus la convergence est dominée d’aprés
I'hypothése 3. Le théoréme de convergence dominée entraine que F(7,) — F(to). O

Pour la dérivabilité, on considére le cas d’une variable réelle. Si on veut considérer une
variable vectorielle (dans R™), on peut d’abord montrer I'existence de dérivées partielles
puis montrer la différentiabilité ou la classe C*.

Théoréme 4.10 (Dérivabilité en un point). On suppose que Y = I un intervalle de R.
Soit tg € 1. S’il existe une partie négligeable N de A telle que f vérifie les hypothéses
sutvantes

1. pour tout t € I, lapplication x — f(x,t) est mesurable pour les tribus T et B(C) et
il existe t1 € I tel que Uapplication x — f(x,ty) soit intégrable sur A,

2. pour tout x € A\ N, Uapplication t — f(x,t) est dérivable en i,

3. il existe une fonction g : A — [0, +00| intégrable sur A telle que pour chaquet € Y

’%{(‘”’t)' < g(x) ¥z € A\ N,

alors F est bien définie sur I, est dérivable en ty et

mm:A%mmwm.

Remarque 4.4. A noter qu’il y a une légére imprécision dans 1’énoncé de ce théoréme. La
fonction x — %(:c, to) n’est en fait pas a priori définie sur tout A mais sur A\ N, qui de
plus n’a pas de raison d’étre un ensemble mesurable. Quitte a élargir un peu N, on peut
le supposer négligeable et mesurable et on devrait alors écrire

F'(ty) = /A\N %(m,to)du(m).

L’écriture adoptée dans le théoréme est plus simple mais sous-entend qu’on a défini la
fonction %(m,to) aux points de N, par exemple en imposant qu’elle soit nulle sur N.
Comme N est négligeable, le choix des valeurs de %(a:, to) en les © € N ne change pas
I'intégrale, tant qu’on ne remet pas la mesurabilité en question.
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Preuve du Theoréme Les propriétés 1. et 3. combinées avec le Théoréme
des accroissements finis entrainent que pour tout ¢t € I, lapplication = +— f(x,t) est
intégrable sur A, donc F' est bien définie sur I. En effet, pour tout ¢ € I et pour tout
reA\N,ona

[flz, )] < |f(z,t)[+ sup |=(z,7)
TE(t1,t)

< |[fz )] + [t = tilg(x)

et le majorant est intégrable sur A comme somme de fonctions intégrables.
On considére une suite {7,}, dans Y qui converge vers ty. La suite de fonctions

S, 7) — [, to)

T) =
on () —
converge presque partout vers %(w, to). De plus la convergence est dominée car pour tout

x € A\ N, par le Théoréme des accroissements finis,

|on(2)] < sup

te(Tn,to)

)] < ola).

Le théoreme suit donc du Théoréme de Lebesgue. O]

Remarque 4.5. 11 y a une différence importante entre le théoréme de continuité et le
théoréeme de dérivation : dans le second ’ensemble négligeable sur lequel les hypothéses
de dérivabilité et de domination ne sont pas satisfaites ne doit pas dépendre de t ; alors que
dans le théoréme de continuité, on autorise la dépendance par rapport a t de ’ensemble
négligeable sur lequel la continuité ou la domination ne sont pas vraies. Ceci est essen-
tiellement di a I'utilisation de I'inégalité des accroissements finis qui nécessite de majorer
le sup sur un intervalle de la dérivée par rapport a t. Un intervalle étant non dénombrable,
si on devait pour chaque ¢ retirer un ensemble négligeable, leur réunion pour ¢ variant sur
I'intervalle risquerait de ne plus étre négligeable. En particulier, le théoréme de dérivation
ne s’applique pas a la primitive d’une fonction intégrable

PO = [ rods= [ 1t fs)ds.
[to,t] [t0,+OO]

Une telle fonction n’est en général pas dérivable en tout point de R. L’exemple typique
est celui ot f est I'indicatrice d’un intervalle. Prenons le cas f = 1jg;;. L’application

0 si t<s,

t Ly (t,8)f(s) = { f(s) si t>s,

est dérivable sauf en deux points mais qui bougent continiiment avec s et c¢’est précisément
ce qui fait qu’on ne peut pas appliquer le théoréme de dérivabilité.
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On peut aussi énoncer des théorémes de continuité et de dérivabilité globaux, qui
suivent directement des deux théorémes de continuité et de dérivabilité en un point.

Théoréme 4.11 (Continuité globale). On reprend le cadre du Théoréme . On suppose
que :

1. pour toutt €Y, Uapplication x — f(x,t) est mesurable pour les tribus T et B(C) ;
2. pour presque tout x € A, Uapplication t — f(x,t) est continue surY ;

3. il existe une fonction g : A — [0, +00| intégrable sur A telle que pour chaquet € Y
[f(z,0)] < g(z) p.p. sur A,

alors F' est bien définie et continue sur'Y .

Théoréme 4.12 (Dérivabilité globale). On reprend le cadre du Théorémel4.1(}. S’il existe
une partie négligeable N de A telle que f vérifie les hypothéses suivantes

1. pour tout t € Y, Uapplication x — f(x,t) est mesurable pour les tribus T et B(C)
et il existe t1 € I tel que Uapplication x — f(x,t1) soit intégrable sur A,

2. pour tout x € A\ N, Uapplication t — f(z,t) est dérivable sur I,

3. il existe une fonction g : A — [0, +o0| intégrable sur A telle que pour chaquet € Y

]2—{@,0} < g(x) ¥z € A\ N,

alors I est bien définie sur I, est dérivable sur I et pour toutt € I on a

()= | e nute).

Remarque 4.6. La encore il y a une imprécision qui se résout en supposant que N est
mesurable en plus d’étre négligeable et en écrivant

- [ O (2, t)dp(a)

an Ot

Des théorémes de continuité et de dérivabilité de séries de fonctions peuvent étre
énoncés comme cas particuliers des théorémes de continuité et de dérivabilité d’intégrales
a parameétre ci-dessus, en considérant A = N muni de la tribu P(N) et de la mesure

MZZ%-

neN
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Théoréme 4.13 (Continuité d’une série de fonctions). Soit Y un espace métrique muni
de sa tribu Borélienne et soit to € Y. On considére une suite de fonctions (f,)nen définies
sur'Y a valeurs dans C. On pose

F() = 10).

On suppose que :
1. pour tout n € N, l"application f, est continue en ty ;

2. il existe une suite (a,)nen @ termes positifs telle que

+oo
Z ap < +00
n=0
et pour tout n € N,
[fu(t)| < an VEEY,
alors F' est bien définie sur'Y et continue en t.

Théoréme 4.14 (Dérivabilité d’une série de fonctions). On suppose que Y = I un inter-
valle de R, muni de sa tribu Borélienne. Soit ty € 1. On suppose que

1. il existe ty € I tel que la série

Z |fn(t1)|

converge,
2. pour tout n € N, Uapplication f, est dérivable en ty,

3. il existe une suite (a,)nen G termes positifs telle que

—+00
Z a, < +00
n=0

et pour tout n € N,
)] <a, VteY,

alors F est bien définie sur I, est dérivable en ty et

F'(to) =Y _ fulto) -
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4.5 Le Théoréme de Fubini

Dans toute cette partie, on considére (X, S, u) et (Y, T, v) deux espaces mesurés dont les
mesures 4 et v sont o-finies (voir définition [3.12)).

4.5.1 Tribu produit, mesure produit

Définition 4.8. On appelle rectangle une partie de X XY de la forme AX B ou A€ S
et B € T. On appelle partie élémentaire une partie de X X Y qui est réunion finie de
rectangles (ou de fagon équivalente, réunion finie de rectangles disjoints).

La proposition suivante est évidente :

Proposition 4.5. L’ensemble des parties €lémentaires est une algébre notée £. La tribu
produit S X T est engendrée par £.

Sous certaines hypotheéses, la tribu produit de tribus Boréliennes est la tribu Borélienne
du produit (on a déja vu un exemple d’une telle situation avec R? et R™).

Proposition 4.6. Si X etY sont des espaces topologiques, si on suppose de plus que X
et Y admettent une base dénombrable d’ouverts, alors

B(X)xBY)=B(XxY).

Preuve. Un ouvert de X XY est réunion dénombrable de rectangles et donc B(X xY')
est incluse dans B(X) x B(Y') qui est la tribu engendrée par les rectangles. Soit maintenant
AeB(X)et BeB(Y),alors Ax B € B(X xY). En effet, comme la projection p; de
X x Y sur X et la projection p, de X X Y sur Y sont continues, elles sont boréliennes
et donc A x Y = p;'(A) et X x B = p,*(B) sont des Boréliens de X x Y. Et comme
Ax B = (AxY)N(X x B), c’est bien un Borélien de X x Y. On en déduit que B(X xY)
contient B(X) x B(Y). O

Une notion utile pour l'intégration sur ’ensemble produit X x Y est celle de “tranche
verticale” et de “tranche horizontale”.

Définition 4.9. Soit F € S X T, soitx € X ety € Y. On appelle “tranche verticale” de
F' associée a x, et on note F, y le sous-ensemble de Y

Fay={yeY; (z,y) € F}.
On appelle “tranche horizontale” de F' associce a y, et on note F( ) la partie de X
Figy={reX; (z,y) € F} .

Proposition 4.7. Soit F' € S xT. Pour tout x € X, la tranche verticale F, ) appartient
a T. De plus Uapplication x — v(F, )) est pu-mesurable. De méme, pour tout y € Y,
la tranche horizontale F( ) appartient a S. De plus Uapplication y — pu(Fi_ ) est v-
mesurable.
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Preuve. On suppose d’abord que v(Y') < +o0 et on considére la famille Q C S x T
des parties vérifiant les propriétés de la proposition. On va montrer que Q =8 x T.

1. © contient les rectangles. Soit F = Ax B, Ae€ S, Bc T. Alors F(, y = B si
r € Aet Fi, y =0 sinon. Il suit que v(Fi,,)) = v(B)1a(z). Donc I'application z —
V(Fls,)) est p-mesurable du fait que B € 7. On fait de méme avec y — pu(F_,)).

2. 2 contient les parties élémentaires. Comme une partie élémentaire est réunion
finie de rectangles disjoints, le résultat suit du précédent en faisant la somme des
contributions de chaque rectangle.

3. ) est une classe monotone. Commencons par montrer la stabilité par intersection
dénombrable décroissante. Soit {F,},en une suite décroissante dans et F =
MNpenFr,. Pour tout x € X, on a

neN

et donc F(, )y € T car T est stable par intersection dénombrable. De plus, du fait
que v(Y) < +o0, on a
v(Fo) = lim v((F)e,)-

n—-+o0o

5

La stabilité par réunion dénombrable croissante se prouve de la méme fagon mais
on n’a pas besoin de v(Y) < +oo. On conclut que €2 es une classe monotone qui
contient I’ensemble des parties élémentaires. Par le théoréme des classes monotones,
on en déduit que €2 contient S x T et donc 2 = & x T. Ceci établit le résultat voulu
dans le cas ou v(Y) < 4o0.

L’application x — v(F|, ) est donc mesurable comme limite de fonctions mesurables.

Traitons maintenant le cas général. Comme la mesure v est o-finie, on peut écrire
Y sous la forme

Y= JY.. inY;=0sii#j, v(¥,) < +ooVneN.

neN

Alors, pour F' € § x T, F est I'union dénombrable disjointe des ensembles
F,=FnN((X xY,)

et pour tout x € X, F{, ) est 'union dénombrable disjointe des (F},)(,,. Il suit que

neN

et donc l'application x — v(F|,,)) est mesurable comme somme dénombrable de
fonctions mesurables. Ceci prouve la proposition. O
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Remarque 4.7. Une conséquence importante de ce résultat et du fait que
B(R?*) = B(R) x B(R)

est la suivante : si A € B(R?), alors pour tout z € R, A, ) € B(R) et pour tout y € R,
A(.7y) € B(R)

A Taide de la proposition précédente, nous pouvons définir deux fonctions positives
sur la tribu produit & x 7T, qui sont en fait des mesures.

Proposition 4.8. On définit sur S x T les deux fonctions a valeurs positives :

() = [ vA)daG),
b's
) = [ ).
Ce sont des mesures sur S x T .
Preuve. On fait la démonstration pour u,, elle est identique pour v,. On a de
fagon évidente que 1, (@) = 0. Reste a montrer la o-additivité. Soit {A"},eny une suite

d’éléments de S x T deux a deux disjoints. Alors pour chaque z € X, {A?x,.)}n est une
suite d’éléments de T deux a deux disjoints. D’ou

v (U A?x,.>> =D V(AL

neN neN

On conclut par le Théoréme de Beppo Levi qui permet d’intervertir série et intégrale pour
des fonctions mesurables positives. O
En fait on a un résultat beaucoup plus fort.

Théoréme 4.15. Les mesures p, et v, sont les mémes.

Preuve du théoréme [4.15, C’est une conséquence immédiate du théoréme des
classes monotones. Il suffit de vérifier que les deux mesures coincident sur les rectangles.
Mais pour un rectangle A x B, on a de fagon évidente

(A X B) = v(A x B) = p(A)(B).

D’ou le résultat. O

Définition 4.10. On définit la mesure produit p X v par

X V= [y, =V,
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4.5.2 Le théoréme de Fubini

Le théoréeme de Fubini va nous permettre de décomposer une intégrale pour la mesure
produit 4 X v en deux intégrales imbriquées pour les mesures i et v. On commence par
donner une version pour les fonctions mesurables positives.

Théoréme 4.16 (de Fubini pour les fonctions mesurables positives).
Soit f : X xY — [0,00] une fonction mesurable, alors :

1. la fonction de X dans [0,00] qui & x associe [, f(x,y)dv(y) est mesurable pour les

tribus S et B([0,00]) ;

2. la fonction de'Y dans [0,00] qui 6y associe [, f(x,y)du(x) est mesurable pour les

tribus T et B([0,00]) ;

3. on a l’égalité suwivante

flz.y)dp x v(z,y) = /}/(/Xf(fv,y)du(x)) dv(y)

~ [ ([ ) anto).

Preuve. Tout le travail a déja été fait. Tout d’abord, on montre que le théoréme est
vrai pour les fonctions étagées positives. Pour les fonctions indicatrices, les points 1. et
2. sont donnés par la proposition et le point 3. par le théoréeme [£.15] Le théoréme
suit pour les fonctions étagées positives par linéarité. Kt comme toute fonction mesurable
positive est limite monotone de fonctions étagées positives, les points 1. et 2. sont vrais
pour les fonctions mesurables positives et le point 3. aussi par le théoréeme de Beppo
Levi. O

On donne maintenant la version générale du théoréme de Fubini qui est aussi bien un
critére d’intégrabilité pour la mesure produit qu'une méthode de calcul d’intégrale pour
cette mesure.

XxY

Théoréme 4.17 (de Fubini). Soit f : X xY — C une fonction mesurable. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) feL(X XY pxv);
(i) la fonction v — [, |f(z,y)|dv(y) est intégrable sur X pour la mesure p ;

(11i) la fonction y — [, |f(z,y)|du(z) est intégrable sur'Y pour la mesure v.

De plus, sous ces hypothéses, on a l’égalité

feanxvtan) = [ ([ rena) o)

= [ ([ st auto).

XxY
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Et bien str, pour toute partie A€ S X T,

/ f(,y)dp x v(z,y) = / ( f(sc,y>du<x>> av(y)
A Y\ 4w

- /( f(x,,wdv(y)) dpa(a)
X A(%A)

Preuve. Le théoréme de Fubini pour les fonctions mesurables positives donne

[, 1t <) = [ ( / |f<x,y>|du<x>) dv(y)

= [ ([ e .

L’équivalence (i) < (ii) < (i4i) suit. L’égalité des intégrales pour f s’obtient alors en
décomposant f en partie réelle et imaginaire puis chaque partie en partie positive et
négative. O

4.6 Changement de variable

C’est un outil pour le calcul d’intégrales sur des ouverts de R™. Lorsqu’on fait un change-
ment de variables, on applique un difféomorphisme ® entre deux ouverts de R™. Supposons
qu’on veuille intégrer une fonction f sur un ouvert 2 de R" et qu’il existe un difféomor-
phisme ® d’un ouvert D de R" sur €2 tel que la fonction f o ® soit, pour une raison ou
une autre, plus agréable a intégrer que f. Sur 2 on a la mesure de Lebesgue A, on va
naturellement pouvoir écrire la formule

[ 1) = [ 7o ety

Q D

ot ®*(\) est la mesure Borélienne sur D définie, pour par : pour tout A € B(D),
O*(N)(A) = A(2(4)).

A noter que cette définition a un sens car ¢ étant un difféomorphisme, ®(A) est un
Borélien de €2, ceci n’est pas vrai pour une fonction quelconque, ® doit au moins étre un
homéomorphisme que que cette propriété soit valable.

La mesure ®*(\) s’appelle 'image inverse de A par ®. Toute la question est de
savoir & quoi ressemble ®*()\). La réponse, donnée par le théoréme fondamental suivant,
est

de*(A)(z) = |detJ(®)(z)|dA(z) ,

c’est-a~dire que ®*(\) est le produit local de la mesure de Lebesgue par une “densité”, en
I'occurence le déterminant Jacobien de ¢ en chaque point de D.
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Théoréme 4.18. Soit D et Q deux ouverts de R, ® : D — Q un C'-difféomorphisme.

e Soit f: Q — [0,00] une fonction positive mesurable. Alors
/Q f0)dy = [ 70 0()|det J(@)(o)ld. (4.6)
D

e Soit f : Q0 — C une fonction mesurable. Alors f est intégrable sur §2 si et seulement
si fo®|det J(P)| est intégrable sur D. De plus, si f est intégrable sur €, on a

Uégalité ([6).

La preuve de ce théoréme est longue et technique, nous renvoyons aux excellents livres
de Mark Brianne et Gilles Pages [1] et de Francois Laudenbach [2].

Remarque 4.8. La formule de changement de variable donnée ci-dessus semble différente
de celle dont on a I'habitude dans le cadre de I'intégrale de Riemann :

o(b) b
/ Fly)dy = / f 0 d(@)¢ (z)dx
o(a) a

dans laquelle apparait ¢/(x) et non pas |¢'(x)|. Mais en supposant que a < b, on voit que
si ¢ < 0, alors ¢(b) < ¢(a) et le terme de gauche change aussi de signe. L’intégrale de
Lebesgue ne tient pas compte d’un sens de parcours d’un intervalle d’intégration, elle n’est
pas orientée. L’orientation dans l'intégrale de Riemann n’est d’ailleurs en rien naturelle
ni utile.

Remarque 4.9. Souvent, on ne pourra pas faire de changement de variable sur tout le
domaine, mais seulement en dehors d’une partie négligeable. C’est le cas de facon a
peu prés systématique lorsqu’on effectue des changements de variables en coordonnées
polaires, cylindriques ou sphériques.

4.6.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires d'un point (z, ) de R? sont les nombres r > 0 et 6 € [0, 27| tels
que
r=rcosf, y=rsinf.

On considére 'ouvert de R?

Q=R*\{(z,y) €R?*; >0, y=0},

le domaine
D =)0, +o0[x]0, 27|

et la fonction
O: D—Q, O(r,0) = (rcosf, rsind) .

Proposition 4.9. @ est un C*-diffécomorphisme de D sur €.
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Preuve. & est clairement C*™ sur D et bijective de D sur 2. De plus, pour tout
(r,0) €]0, +00[x]0, 27, on a

cos@ —rsinf
det(J((I))(T,Q)) - det(sin@ rcosf )

= T(cos26’+sin29) =r#0. O

On notera que la demi-droite {(z,y) € R?; 2 >0, y = 0} est une partie négligeable de
R% Le fait que ® soit seulement un difféomorphisme de ]0, +o00[x]0, 27 sur Q et non
pas sur R2 n’est donc pas génant pour effectuer des changements de variables dans des
intégrales. De facon générale, on a pour f : R?> — R ou C, mesurable positive ou intégrable
sur R? :

/ flz,y)dady = / £, y)dedy
R2 Q

= / f(rcos@,rsin@)rdrdd par le théoreme [4.18
D

+o00 2
= / (/ f(rcosf,rsin 9)d9) rdr par Fubini
0 0

2 +00
= / ( f(rcosf,rsin Q)Tdr) df, par Fubini
0 0

ou r est le déterminant de la Jacobienne de ® calculé dans la preuve de la proposition
ci-dessus. Si on veut intégrer sur une partie A de R?, on note A, la description de A en
coordonnées polaires, ¢’est-a-dire A, = P7!(A), on a

/f(x,y)dxdy = / f(rcos@,rsin@)rdrdd .
A A

pol

4.6.2 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques d’un point (z,y, z) de R? sont les nombres r > 0, 6 € [0, 27|
et z € R tels que
r=rcos, y=rsinf, z =z,

i.e. on décrit x et y en coordonnées polaires et on conserve z. On considére I'ouvert de
R3
Q= (RQ\{(x,y) eER?; >0, y:O}) xR,
le domaine
D =]0, +00[x]0, 2w[ xR
et la fonction
&:D—Q, O(r,0,z) = (rcosf, rsinf, z) .

Proposition 4.10. ¢ est un C*-difféeomorphisme de D sur €.
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C’est une conséquence directe de la propriété analogue pour les coordonnées polaires.
On calcule tout de méme le déterminant de la Jacobienne de ® car nous en aurons besoin
dans le changement de variables :

cos —rsinf 0
det (J(®)(r,0,2)) = det| sinf rcosf 0
0 0 1

= r(c0829+sin20) =r.
Le demi-plan {(z,y) € R?; 2 >0, y =0} x R, est une partie négligeable de R*. Pour

f:R?® — R ou C, positive ou intégrable sur R?, on a :

flag2)dodydz = [ fop,2)dodydz
Q

R3
= / f(rcos@,rsind, z)rdrdfdz
D
que 'on peut ensuite découper comme on le souhaite (le r devant drdfdz est le détermi-

nant de J(®)). Si on veut intégrer sur une partie A de R?, on note Ay la description de
A en coordonnées cylindriques, i.e. A = P71(A), et on a

/f(x,y,z)dxdydz:/ f(rcosf,rsinf, z)rdrdfdz .
A A

cyl

4.6.3 Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques d'un point (z,y, z) de R? sont les nombres r > 0, 6 € [0, 7]
et ¢ € (0,27 tels que

x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb.
On considére 'ouvert de R3
Q=R*\{(z,y,2) eR*; >0, y=0, z€R},

le domaine
D =]0, +00[x]0, 7[x]0, 27|

et la fonction
O:D—Q, O(r,0,p) = (rsinfcosp, rsinfsiny, rsind) .
Proposition 4.11. ¢ est un C*-difféeomorphisme de D sur ().

Preuve. Tout d’abord, il est clair que ®(r, 6, ) € Q pour (r,6,¢) € D. Montrons la
bijectivité. Soit (x,y, z) € Q, on cherche (r,0,¢) € D tels que (z,y,z) = ®(r,0,¢). On
commence par remarquer que

Py +2=r">0,
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car (0,0,0) ¢ Q. Donc r est nécessairement défini par

r=r?+y?+ 22

On a également
z

NZEST S
Cette quantité appartient bien a [—1,1] car |z| < (/22 +y?+ 22 et de plus, elle est
différente de —1 ou 1 du fait que dans €2, z et y ne peuvent pas étre nuls simultanément.
Donc, 6 €]0, 7| est nécessairement défini par

cosf =

z
6 = arccos .
(x/x2+y2 +22>

D’autre part, comme sin € # 0 (du fait que 6 €]0, 7[) et r # 0, on peut écrire

sinp = Jy__ Y (4.7)

rsind /22 442

x x x
rsing 2 — 22 /a2 42

On remarque que

cos p =

() + () -

SEE— 0,1
<\/m2+y2 \/m2+y2>7é( )

du fait que dans €2, on ne peut pas avoir x > 0 et y = 0. Ceci entraine que ¢ est
complétement et uniquement déterminé dans |0, 27[ par . On voit donc que pour
(x,y,2) donnés dans €2, on trouve un unique (7,6, ) €]0,+00[x]0,7[x]0, 27| tel que
(x,y,2) = ®(r,0,¢p). D’ou la bijectivité.

Par ailleurs, ® est clairement C* sur le domaine |0, +00[x]0, 7[x]0, 27| comme produit
de fonctions C*°. Reste a voir que det(J(®)) ne s’annule pas sur |0, +o00[x]0, 7[x]0, 27].
On a

et de plus,

sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
det (J(®)(r,0,p)) =det | sinfsing rcosfsing rsinfcosg | =rsind.
cos 6 —rsinf 0

On voit donc que det(J(®)) ne s’annule pas sur |0, +oo[x]0, 7[x]0, 27|, car 7?sinf ne
s’annule que pour r = 0 ou 6 = km, k € Z. On conclut a l'aide du théoréme d’inversion
locale. ]

A noter que la partie en dehors de laquelle ® est un difféomorphisme est la méme que
dans le cas des coordonnées cylindriques, en effet,

{(x,y,z)ERQ; x>0, y=0, ZE]R}:{(x,y)ERZ; x>0, yzO}XRz.
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C’est une partie négligeable de R®. Pour f : R?* — R ou C, positive ou intégrable sur R3,
on a:

oy, 2)dodydz = [ Fla,y, 2)dadydz
R3 Q

f(rsin @ cos @, rsin@sin o, r cos 0)r? sin @ drdfdyp

A)"FOO[TX}QW[(‘)X]O:QW[S@

(que I'on peut ensuite découper comme on le souhaite) ot r?sin @ est le déterminant de
la Jacobienne de ®, calculé dans la preuve de la proposition ci-dessus. Si on veut intégrer
sur une partie A de R3, on note Ag,y, la description de A en coordonnées sphériques, i.e.
Agpn = ®71(A), et on a

/f(x,y,z)da:dydz:/ f(rsinf cos @, rsin @ sin o, r cos 0)r? sin @ drdfdyp .
A A

sph

4.7 Exercices

Exercice 4.1. Les réciproques des propriétés 1. et 3. de la Proposition sont fausses.
Trouver des contre-exemples.

Ezercice 4.2. L’analogue du théoréeme de Beppo Levi avec une suite décroissante est faux.
Trouver un contre-exemple.

Ezercice 4.3. Calculer les intégrales suivantes

[ e to@ana), [ e auta).

R

ol A est la mesure de Lebesgue sur R et

M:Z5n-

nez
Ezercice 4.4. On considére sur [0, 1] la suite de fonctions
On(z) =1—12".
1. Montrer que pour tout n € N, la fonction ¢, est Borélienne sur [0, 1].

2. A l'aide du théoréeme de Beppo Levi, calculer

lim On(x)dA(T) .
Jm [ @)
3. En déduire
lim z"dA(z) .
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FEzercice 4.5. On se place sur [0, 1] muni de sa tribu Borélienne et de la mesure de Lebesgue.
On considére la fonction f définie par f(z) = x.

1. Construire une suite de fonctions étagées positives qui approche f et dont une sous-
suite approche f en croissant.

2. A Tl'aide du Théoréme de Beppo Levi, calculer I'intégrale

/ xd\(x).
(0,1]

Exercice 4.6. On considére dans R? le domaine suivant :
D={(z,y) €R*; 2>0, y>0, 2 +y<1}.
1. Calculer l'aire de D.

2. Calculer 'intégrale suivante
[ @+ nary).
D

Exercice 4.7. On considére dans R? le domaine suivant :
Q={(z,9,2)€R*; >0, y>0, 2>0, v +y+2z<1}.
1. Calculer le volume de €.

2. Calculer I'intégrale suivante
[ =20p.2).
Q
Ezercice 4.8. On considére le domaine D de R? délimité par les deux courbes y = 22 — 2z
et y=ux.
1. Représenter D sur un dessin.
2. Calculer I'intégrale

/D 2d)\ (2, y).

Ezercice 4.9. On considére €2 le domaine borné¢ de R? délimité par les courbes y = 1/ et
y = x3. Calculer I'aire de D puis
/ gdxdy.
DT
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Ezercice 4.10. On considére le domaine D de R? défini par
D= {(z,y) eR*; a® +y* <4, y > 0}.

1. Calculer

/D (z + 1)dady

et comparer avec ’aire de D. Aurait-on pu prévoir ce résultat?

2. La fonction
1

f(ﬂﬂ,y):\/gﬂ:er2

est-elle intégrable sur D?
Ezercice 4.11. On considére les domaines D et © de R? définis par

={(z.y) eR*; (z -1’ +y* <1, 2> 1},
Q={(z,y) eR*; y>|z|, 1 <a®+y* <4}.

1. Représenter graphiquement D et ().
2. Calculer

/D y(z — 1)dzdy.

3. Calculer
/(:U2 + %) dzdy .
Q

Exercice 4.12. Soit le domaine de R? suivant

1. Calculer l'aire de D.

2. Calculer I'intégrale suivante :

/ (z + 1)y dady .
D
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4.8 Exercice corrigé

On donne ici la correction de ’Exercice [4.3] Pour la premiére intégrale, on sait que Q est
z2 - . N . Lo
mesurable et que e®” est Borélienne car continue. L’intégrale est donc bien définie et on a

/R e 1g(z)dA(z) = /Q e dA(z)

et comme \(Q) = 0 car Q est dénombrable, on a par le point 3. de la Proposition que
I'intégrale vaut 0.
Considérons maintenant la seconde intégrale. On va montrer que

/Re_x'd,u(x) = Ze""' :

On munit R de la tribu P(R) donc toute fonction est mesurable. Les négligeables pour
la mesure p sont toutes les parties de R qui ne contiennent aucun entier. Soit la fonction
suivante

vla) = e HD

ou E est la fonction partie entiére. On considére de plus la suite de fonctions (xx)ren
définie par
Xi(z) = e Py ().

La suite (xx)x est une suite de fonctions étagées positives qui tend en croissant vers .
De plus v coincide avec e~ *l sur Z, donc elle est égale a e 1l y-presque partout sur R,
car les négligeables pour la mesure i sont les parties de R ne contenant aucun entier. On

en déduit d’une part que
[ e Han) = [ vt
R R

et d’autre part, par le Théoréme de Beppo Levi, que

[ v@nte) = Jin_ [ (@i,

On montre maintenant que pour toute fonction y étagée positive sur R on a

/R (@) du(z) = 3" x(n).

neEL

Soit
k
x= ails,
i=1

une fonction étagée positive. Par définition de I'intégrale des fonctions étagées positives,
on a

/R X(@)dn() = 3 a(4).

i=1
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Comme

WA) = ANz = 3 1= 14(),

neZNA; neZ

il suit que

/R W@ du@) =3 a3 1) = 3 ().

i=1 neL ne”L

En particulier, on peut écrire que

k

/ka(x)du(x) = ZX(”) _ Z oIl

neZ n=—*k

et donc

/Rw(llf)dﬂ(-f) = kEr_POO/RXk(SE)du(Q;) - Ze—m\ ‘

ne”

On en déduit donc que

/Re"’”du(:r) — Y ek

neL
—+00

- 1+22e*"

n=1
+o00

= 1—}—226"

n=0

-
B el—1]/e

2
= 1
+e—1

1
_ ¢t
e—1
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Chapitre 5

Espaces de Lebesgue

Dans tout ce chapitre, on considérera (X, T, i) un espace mesuré.

5.1 Espaces L?

On a déja défini espace £1(X ; du) des fonctions intégrables sur X pour la mesure p.
Nous définissons maintenant une famille d’espaces notés £P(X ; du) pour p € [1,+00].

Définition 5.1. Pour p € [1, 400, on définit l’espace LP(X ; du) comme [’ensemble des
fonctions f = (X, T) — (C,B(C)) mesurables telles que

/ |flPdp < o0
X
L’espace L>(X ; du) est défini comme l'ensemble des fonctions [ : (X, T) — (C,B(C))

mesurables et bornées p-presque partout sur X, c’est-a-dire telles qu’il existe C > 0 tel
que | f(x)| < C pour p-presque tout v € X.

Remarque 5.1. Le fait que LP(X ; du), pour p € [1,+o0], soit un C-espace vectoriel est
une conséquence immeédiate de sa définition et, pour p < oo, de la linéarité de I'intégrale.

Sur ces espaces, on a une semi-norme naturelle mais qui n’est pas une norme.

Définition 5.2. Sur LP(X ; du), p € [1,4+00], on définit lapplication N, par

Ny = ( [ 1ovan) "

Sur L2(X ; du), on définit Uapplication No, par
Noo(f) :=inf{C >0; |f| <C p.p.}.
La quantité Noo(f) s’appelle le sup essentiel de |f|.

On remarque que

69
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Proposition 5.1. Pour p € [1,+00], N, est une semi-norme sur LP(X ; du) mais pas
une norme.

Preuve. Le fait que ce soit que semi-norme est & peu prés évident ('inégalité tri-
angulaire ne 'est pas totalement, sauf dans le cas p = 1), mais ce n’est pas une norme
car les fonctions qui sont nulles presque partout mais non identiquement nulles vérifient

Ny(f) = 0. 0

Théoréme 5.1. La convergence dans LP, pour p < oo, entraine la convergence presque
partout d’une sous-suite.

C’est un théoréme difficile qui sera admis dans ce cours.
Le résultat essentiel concernant les espaces LP est 'inégalité de Holder.

Théoréme 5.2 (Inégalité de Holder). Soit p,q,r € [1,+0o0] tels que

1
S —
P q

1 1
r 7
alors pour tout f € LP(X ; du), pour tout g € L9(X ; du), on a fg € L7(X; du) et

N (fg) < Np(f)Ng(g) -

5.2 Espaces L?

Définition 5.3. L’espace LP(X ; du), p € [1,+0o0[, est obtenu en prenant le quotient de
LP(X 5 dp) par la relation d’équivalence

fRg< f=gpp. surX.

Théoréme 5.3. Pourp € [1,+o00], LP(X ; du) muni de N, est un espace vectoriel normé
complet.

En particulier on a une structure supplémentaire sur ’espace L?.

Théoréme 5.4. L’espace L*(X,du) muni du produit scalaire

(f.9) = /X f(@)a(@)du(x)

est un espace de Hilbert.

Notation. On notera souvent || f||, au lieu de N,(f) pour f € LP(X; du).

Remarque 5.2. Les espaces LP étaient faciles et naturels a définir mais ils ne nous seront
d’aucune utilité. Du point de vue de I'intégration, seuls les espaces LP sont pertinents.
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Remarque 5.3. Dans le cas des espaces LP (et non pour les espaces LP), I'inégalité de
Holder entraine
LP(X dp).LYX dp) — L'(X dp)

pour p,q,r € [1,+00] tels que
1 1 1

p q T
Pour les espaces LP, I'inclusion reste bien str vraie, mais plus l'injection.

Un corollaire important de l'inégalité de Holder pour les espaces LP est le suivant
(encore une fois, dans le cas des espaces £P, on perd 'injection).

Corollaire 5.1. On suppose que pu(X) < 400, alors pour 1 < q < p < 400, on a
LP(X 5 dp) — LYX; du).

. . . . .
En revanche dans le cas général, il n’y a aucune inclusion entre espaces de Lebesgue
L? et L7 avec p # q.
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