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Chapitre 1

Séries de fonctions

Dans ce chapitre, on voit les résultats généraux concernant les séries de fonctions a une
variable, leur convergence, la continuité de la somme, la dérivation et I'intégration terme
a terme. Commencons par fixer les notations. On travaille sur un intervalle I C R.
Soit (fx)ren une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans C (ou R, on précisera si
nécessaire). On étudie la série

S(x) =) ful).

On notera les sommes partielles

Sa(x) = fulx).

1.1 Rappels de cours

Rappelons les différents types de convergences des séries de fonctions vues ’année précé-
dente.

e Convergence en un point. Soit x € I, on dit que la série S(z) converge si et
seulement si la suite (5,(x))neny converge dans C. On a le critére de Cauchy de
convergence en un point qui vient directement du critére de Cauchy de convergence
de la suite (S, (z))nen : la série S(x) converge si et seulement si

n—+p
Ve >0, dng € N; Vn >ng, Vp e N, \ka(x)] <e.
k=n

Dans ce cas, S(x) est définie comme la limite de la suite (S, (z))nen-

e Convergence simple sur /. On dit que la série S converge simplement sur [ si
la série S(z) converge en tout point z de I. Ceci équivaut a dire que

n+p
Veel, Ve>0, Ing e N; Vn >mng, VpeN, |ka(m)|<5. (1.1)
k=n
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e Convergence absolue sur /. On dit que la série S converge absolument sur I si

la série
> | ful@)]

keN
converge simplement sur I. Ceci équivaut a dire que
+00

Veel, Ve>0, dng € N; Vn > ng, Z\fk(x)|<e.

k=n

e Convergence uniforme. On dit que la série S converge uniformément sur [ si
dans le critére (1.1) on peut choisir ny indépendemment de x, i.e.

n+p
Ve>0, 3ngeN; Vo €I, Vn>ng, VYpEN, |> filz)| <.
k=n

e Convergence normale. On dit que la série S converge normalement sur [ s’il
existe une suite (uy)gen & terme positif, telle que

L |fe(2)| S up Ve e I, Vk € N,

2. la série ),  ux converge.

convergence normale = convergence uniforme = convergence simple ,

convergence normale = convergence absolue = convergence SiIleC,

les implications réciproques étant fausses. De plus il n’y a d’implication dans aucun des
deux sens entre convergence uniforme et convergence absolue.

Exemple fondamental de série convergeant simplement mais pas normale-
ment. Soit —0o < a < b < +00. On considére une suite (fy)ren de fonctions continues
sur [a,b] a valeurs dans C. On suppose que la série

S(z) = fulz)

keN

converge absolument sur |a,b| mais ne converge pas absolument en b. Alors la série ne
converge pas normalement sur |a, b.

Preuve. L’argument est simple, on considére le meilleur majorant de | fx| sur Ja, b :
son sup. En utilisant la continuité de f; sur [a,b], on a :

sup | fi(2)] = max |fi(x)| = | fe(b)].

Ie]a,b[ xe[a,b}

Il suit que la série de terme général sup, o, 4 | fx()| diverge. Tout autre majorant de | fx|
sur |a, b sera encore pire. On n’a donc pas convergence normale sur |a, b|. O
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Remarque 1.1. Lorsqu’on a une norme sur un espace de fonctions sur un intervalle
(Uespace des fonctions continues par exemple) on peut considérer la convergence d’une
série de fonctions au sens de cette norme. On verra pour les séries de Fourier que la
convergence L? est particuliérement utile par exemple.

On sait que si une suite de fonctions continues converge uniformément, sa limite est
continue. Ceci a la conséquence directe suivante.

Théoréme 1.1 (Continuité de la série). Si pour tout k € N la fonction fi, est continue
sur I et sila série S converge uniformément sur I, alors S est continue sur I.

On a aussi un théoréme d’intégration terme a terme et un théoréme de dérivation terme
a terme qui sont des conséquences un peu moins directes. Nous donnons le théoréme de
dérivation terme & terme pour commencer. Le théoréme d’intégration terme a terme est
un peu restrictif dans sa forme impliquant la convergence uniforme, la version faisant
intervenir le théoréme de convergence dominée est plus souple. Nous verrons une forme
de ce théoreme et ’application aux séries de fonctions immédiatement aprés le théoréme
de dérivation terme a terme.

Théoréme 1.2 (Dérivation terme & terme). On suppose que :
1. pour tout k € N la fonction fy est dérivable sur I ;
2. il existe xg € I tel que la série S(xy) converge ;
3. la série ZZ:S fi. converge uniformément sur I.

Alors : S est dérivable sur I et
+oo
Voel, S'x) =) filz).
k=0

Remarque 1.2. A noter que sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, la série S
converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de I. C’est une conséquence du
théoréeme des accroissements finis.

Le théoréme de convergence dominée est un des théorémes fondamentaux de la théorie
de Lebesgue, qui révolutionna la théorie de I'intégration au début du XX°™¢ siecle. En
voici une version simple ne faisant pas intervenir la notion de mesurabilité.

Théoréme 1.3 (Convergence dominée). On considére une suite de fonctions (uy)gen de
la,b] dans C (ouR), —0o < a < b < +00. On suppose que les uy, sont toutes continues par
morceauz sur |a,b| et qu’il existe une fonction g : |a,b[— [0,+00] continue par morceauz
telle que :

1. Yz eI, VYk €N, |uy(x)] < g(z) ;

2. fabg(x)da: < 400 ;
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3. pour chaque x €la,b| la suite (ug(x))ren converge, on note u(x) sa limite.
Alors :

(i) pour tout k € N, f lug(z)|dx < 400 ;

(i1) w est intégrable sur ]a b, i.e. fb | )|dx a un sens et est finie, ce qui implique en

particulier que f x)dx a aussi un sens ;
s b b
(141) limy o0 [ up(z)de = [ u(z)dz.
On a l'application suivante directe aux séries de fonctions.

Théoréme 1.4 (Intégration terme & terme, version 1).
Soit I =Ja,b], —oo < a < b < +o0. On suppose que les fi, sont toutes continues par

morceauz sur [a,b] et que
b
/ (Z |fk.(x)|> dz < +o0.

kEN
Alors :

(i) S est intégrable sur)a,b| ;

(ZZ)Z ffk d:L‘—fS

Nous donnons aussi la version du théoréme d’intégration terme a terme utilisant la
convergence uniforme.

Théoréme 1.5 (Intégration terme a terme, version 2).
Soit I = [a,b], avec —0o0 < a < b < +00. On suppose que les f sont toutes continues sur
[a,b] et que la série S converge uniformément sur [a,b]. Alors :

(1) S est continue sur [a,b] donc y est intégrable ;

(ii) 1% 2 () = [ S(a

1.2 exercices

Exercice 1.1. Montrer que les hypothéses du théoréme 1.2 impliquent la conclusion (i)
du théoréme.

Exercice 1.2. Déterminer le domaine de convergence des séries de fonctions suivantes :

ZS”:B” ZnQ e Z - Z o™ Z:z: (1 —2x)"
n 1+3c

n>0 n>1 n>1 n>0
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Exercice 1.3. Démontrer que les séries suivantes convergent uniformément sur le domaine

D
i 1 2z +1\""
S op-r o Yo (E5) p-luy
sn +x = 2 T+ 2
1
2" (1—z)" D=10,1] D=R

nzzo ;22 n? + Arctg (nx)

Exercice 1.4. 1. Démontrer que la série

+00 e~ N

ZnQ—l—l

n=0

converge si et seulement si x > 0.

2. Soit S(x) sa somme, démontrer que S(z) est continue sur R et dérivable sur
10, 4+-o0.
Exercice 1.5. On considére la série de fonctions de terme général
_ sin(n’z)

Montrer que cette série converge uniformément sur R. Que peut-on dire de la série de
terme général u,,?

Exercice 1.6. On consideére la fonction f définie par la série

) = i <cos (%) - 1) sin(nz) .

n=1
1. Quel est le domaine de définition de f7
2. Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
3. Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition.
Exercice 1.7.
1. Montrer que la série de terme général
Up(z) = ne "™
est uniformément convergente sur tout intervalle [a, 4+00].

2. Est-elle uniformément convergente sur [0, +oo[?

3. Calculer sa somme.
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Chapitre 2

Séries entiéres

Définition 2.1. On appelle série entiere une série de la forme

S(z) =) ca" (2.1)

ot les ¢, sont des coefficients complexes fixrés. Pour une telle série, on définit son rayon
de convergence par :

R:=sup{p; p >0 et la suite ¢,p" est bornée} .

Proposition 2.1. On considere une série entiere

+00
S(z) = Z 2"
n=0

de rayon de convergence R > 0. Alors S(z) est absolument convergente dans le disque

ouwvert D(0, R), normalement convergente dans D(0,r) pour 0 < r < R et divergente pour
|z| > R.

Preuve.
1. Soit z € C, |z| < R. Alors on pose ¢ = R — |z| et on a
R—e\" R—e\"
nn: n —e)t = nl\ 5 /5 - 2n§ e\ b /5 )
st = lal(R =2 =l (7og) (R-ef2" < (7

car R—¢/2 < R et donc la suite ¢, (R —¢/2)" est bornée. Comme R—¢ < R—¢/2,
on a majoré |c,2"| par une quantité de la forme CA"™ avec 0 < A < 1, i.e. par le
terme général d’une série convergence. La série S(z) converge donc absolument.

2. Soit 0 < 7 < R. Pour tout z € D(0,7), on a la majoration suivante :

R—(R-—7r)\" 2r \"
[enz"| < lealr” < Cry <R— (R—r)/Q) Crer (R+r>

et 2r < r + R, on a donc bien convergence normale dans D(0, 7).

11



12 Séries entiéres

3. Pour |z| > R, par définition de R, la suite |c,2"| = |c,||2|™ n’est pas bornée, le
terme général ne tend donc pas vers zéro et la série diverge. O

A noter que la Proposition 2.1 implique que le rayon de convergence peut aussi se définir
de la facon suivante :

Corollaire 2.1. Le rayon de convergence R de (2.1) est aussi caractérisé par

+o00
R = sup {p; p >0 et la série chp”<+oo} .

n=0
Le rayon de convergence peut se calculer en utilisant la formule de Cauchy-Hadamard :
Théoréme 2.1. Le rayon de convergence de la série entiére (2.1) est donné par

1

- limsup,,_, ;o |cn |V

Preuve. On note R le rayon de convergence de la série et

1
~ limsup,_, o ea |V

On rappelle la définition de limite supérieure :

1/n 1k _ 1k

lim sup |cg|

lim sup |c,,| Jimsu
>n

= inf sup |ck|
n—+00 neN g>n

On considére p > 0 tel que

1
p< K, ie —>limsuple,[!"
P

n—-+o0o

alors il existe N € N tel que, pout tout n > N, on ait
l 1/n n
> |en] ™ et done |c,p" < 1,
p

d’ott la suite ¢, p™ est bornée et p < R. On en déduit que R > K.
Soit maintenant p > K, alors il existe ¢ > 0 et N € N tels que, pour tout n > N on
ait :
1k < L
k>n; o't >=-+e¢,
p

autrement dit, on peut extraire une sous-suite ¢, de ¢, telle que

1
|Gy | > = + € et donc |e,, 0| > (1 +ep)™ — 400 lorsque k — 400
p

D’ou la suite ¢, p" n’est pas bornée et p > R. On en déduit que R < K.
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A noter que si K = 0, on n’utilise que la deuxiéme inégalité et si K = +00, on n’utilise
que la premieére. ]

On a des critéres de calcul pour le rayon de convergence qui ne fonctionnent pas sys-
tématiquement, contrairement a la formule de Cauchy-Hadamard. Il vaut mieux réfléchir
que les utiliser mais si on est pressé ils peuvent parfois étre des outils utiles. Des études
récentes montrent que leur utilisation systématique est émoliante pour la matiére grise.

Théoréme 2.2 (Critéres de d’Alembert et Cauchy). On considére la série entiere (2.1).

1. Critére de d’Alembert. Si la suite ( fntl ) admet une limite | € [0,400],
" neN
alors R =1/1.
2. Critére de Cauchy. Si la suite <|cn|1/”> admet une limite | € [0,400], alors
neN
R=1/I.
Preuve en exercice. Basée sur la comparaison avec les séries géométriques. O

Lemme 2.1. Les séries entiéres

E 2" et E ne, 2zt

n>0 n>1
ont le méme rayon de convergence.

Preuve. On commence par remarquer que la série >, nc,p" ! converge si et seule-
ment si y_ . nc,p" converge. La preuve est alors une application directe de la formule
de Cauchy-Hadamard et du fait que

n'/™ — 1 lorsque n — +o00. [

Si on travaille avec une variable réelle, on en déduit immédiatement le théoréme suivant.
Théoréme 2.3. Soit la série entiere de variable réelle x

flz) = Z cpa”

de rayon de convergence R > 0. Alors la fonction f est C* surle | — R,R[. On a

f(z) = chnx"_l sur | — R, R]

et toutes les dérivées successives de [ qui se calculent en dérivant la série terme a terme.

Remarque 2.1. Dans le cas ou la variable est complexe, le théoréme reste vrai sur le
disque ouvert D(0, R), il suit presque aussi directement du Lemme 2.1, il faut simplement
utiliser en plus que f' = 0f/0z et que Of /0Z = 0 dans D(0, R). Voir le cours d’analyse
complexe pour plus de détails.
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Quelques développements
ité.

COS T

sinx

cosh z

sinh x

+0o 2n+1

Z(—mm , TE€R,

n=0

“+oo
x2n+1

|7
— (2n+1)!

+0o0o

Zx", x €] —1,1],

n=0
+o0

d (-1, el - 11,
n=0
+o00

Z(—l)”—l%n, rel—1,1[,

n=1

+ooxn
=Y — ., ze-11].
n:ln

r €R,

Séries entiéres

usuels en série entiére et leur domaine de valid-



Chapitre 3

Séries de Fourier

3.1 Fonctions périodiques

Analogie avec la musique : vibration d’une corde, fréquence dominante et harmoniques.
L’idée est qu'on va décomposer le signal en signaux élémentaires qui sont de fréquences
pures, des choses de la forme sin(wt + ¢), pour des fréquences w qui seront des multiples
d’une fréquence fondamentale wy. Rien ne dit a priori que ce genre de développement doive
avoir un nombre fini de termes. Les fonctions qui décrivent des signaux décomposables
sous cette forme sont des fonctions périodiques.

Définition 3.1. Soit f : R — R ou C et soit T' > 0. On dit que f est périodique de
période T si pour tout x € R, on a f(x +T) = f(x).

Une fonction est dite périodique s’il existe T > 0 tel que f soit périodique de période
T.

Exemples. Exponentielles complexes, sinus, cosinus, les mémes fonctions dilatées en
abscisse pour changer la période, les mémes fonctions translatées.

Deux famille particuliéres de fonctions périodiques qui vont nous intéresser sont celles
qui sont continues par morceaux sur R et celles qui sont intégrables sur tout compact.
La premiére famille est incluse dans la seconde. A noter que supposer qu'une fonction
périodique est intégrable sur tout compact revient a supposer qu’elle I’est sur une période.
Nous énoncons une premiére propriété importante qui aura de nombreuses applications
dans la suite.

Proposition 3.1. Soit f : R — R ou C une fonction périodique de période T > 0,
intégrable sur tout compact de R. Alors la valeur de

/:Jco+T f(o)do

o

est indépendante du choix de xq.

15
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Preuve. Soit n € Z tel que xo < nT' < 29+ T. On a alors

/ e = [ fade s / " e

zo x0 nT
nT xQ
= [ s [ Ty
o (n—1)T
par le changement de variable y = x — T

Zo

nT
= / f(z)dx + / f(y)dy par périodicité de f
o (

n—1)T
nT
= / f(z)dx
(n—1)T

T
= / f(z)dx par périodicité de f. O
0

Nous allons maintenant définir des familles de fonctions périodiques qui permettront de
décomposer toutes les fonctions périodiques (vérifiant tout de méme quelques hypothéses
simples).

3.2 Deux systémes orthogonaux fondamentaux

On travaille avec des fonctions de période T" > 0 donnée. Le cas le plus fréquent sera
T = 27 mais nous travaillerons dans le cas général en cours.

On dira que deux fonctions f et g complexes de période T sont orthogonales si pour
un xg € R quelconque, on a

xo+T -
|t 0.

z0

Remarque 3.1. A noter en conséquence de la proposition 3.1 que si la propriété ci-dessus
est vraie pour un certain xq, elle sera vraie pour tout xo du fait de la périodicité. I suffit
donc de la vérifier pour un choix de xo qui nous arrange, 0 ou —T/2 sont des choix
habituels.

Un premier systéme orthogonal de période T :
i 25 na
{ez T }nEZ . (31)

Cette famille de fonctions constitue une famille orthogonale sur [0, T, c’est-a-dire que
sin,m € Z, n # m, alors

T
27 27
/ et et Ty = 0.
0

De plus, on a pour n =m
1 r iZnz —iZnx
— et et T dyr = 1.
T Jo
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C’est un systéme orthonormal pour le produit scalaire hermitien

zo+T -
Uoa=3 [ . 32

o

Un second systéme orthogonal de période 7" important :

el ()} o),

ou 1 est la fonction constante égale a 1.
Cette famille de fonctions constitue une famille orthogonale sur [0, 7, ¢’est-a-dire que

T
2 2

/ cos (—an) coS (—ﬂmx) der =0, Vn,m e N, n#m,
0 T T

r 2 2
/o sin (%nw) sin (%mx) dr =0, Vn,m e N*, n#m,
r 2 2
/ cos (—an) sin (—me) dr =0, Vn,m € N*,
; T T
T
/ cos (Q—an) der =0, Vn € N*,
0 T

T
/ sin (2—7Tnx> dr =0, Vn € N*.
0 T

De plus, on a pour n =m

1 /T 2 1t 2 1
T/o cos? <%nm) dox = T/o sin® <?7rnx) dox = 3

Le systéme orthonormal associé est donc

(1 U {\/5 cos (Q%nx) }HEN* U {\/E sin (%%) }neN* | (3.3)

Nous allons maintenant décomposer les fonctions périodiques sur ces systémes orthonor-
maux. Le principe est le méme que pour la décomposition sur une base dans un espace
euclidien de dimension finie. On rappelle que dans un espace euclidien £ muni d’une base
{e1, ..., e, } orthonormale pour (.,.), tout x € E s’écrit sous la forme

n

r = Z(x, ei)e; . (3.4)

=1

Nous sommes ici dans le cas d’un espace de dimension infinie, engendré par les systémes
orthonormaux décrits ci-dessus. La théorie générale de ce type de décomposition sera vue
au second semestre, dans le cours sur les espaces de Hilbert.
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3.3 Coefficients et séries de Fourier

Soit f une fonction périodique de période T" > 0 a valeurs réelles ou complexes. On
suppose que f est intégrable sur tout compact de R.

3.3.1 Forme complexe

Définition 3.2. On appelle coefficients de Fourier de f forme complexe les nombres
cn(f), n € Z définis par

- 2T 1

zo+T o
)= o) = [ e Far,

o xq¢ est un nombre réel quelconque choisi comme on le souhaite.

Proposition 3.2. La valeurs des coefficients de Fourier de f forme complexe ne dépend
pas du choix de x.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 3.1.

Définition 3.3 (Série de Fourier). On appelle série de Fourier de f la série (pour l'instant
formelle, on montrera qu’elle a un sens par la suite)

+0o0

Sp(a) = Y ealf)e T

n=—oo

C’est une généralisation avec une “base” infinie de la formule (3.4).

3.3.2 Forme réelle

Définition 3.4. On appelle coefficients de Fourier de f forme réelle les nombres a,(f),
n €N et b,(f), n € N* définis par

wlf) =ty =7 [ fads,

an(f) = (f, \/5008(2%7136)) = \/Tﬁ /xo+T f(x)cos (2%71:15) dz, n € N*,

bu(f) = (f, \/§Sin(2%nx)> = g /$O+T f(x)sin (Z%nx) dr, n € N*,

ot xq¢ est un nombre réel quelconque choisi comme on le souhaite.

Proposition 3.3. La valeurs des coefficients de Fourier de f forme réelle ne dépend pas
du choiz de xg.
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Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 3.1.

Remarque 3.2. [l existe un lien clair entre les formes réelles et complexes des coefficients
de Fourier. Il suffit pour le voir d’écrire

2 2T Y s
e =cCos | —nr | —isin | —nx | .
T T

1l suit que pour tout n € N*, on a

1 , 1
cn(f) = E (an(f) = ibu(f)) s cn(f) =

autrement dit

Par ailleurs, co(f) = ao(f).

On en déduit la forme réelle de la série de Fourier de f en terme des coefficients de
Fourier réels (évidemment ’égalité n’a de sens que si la série converge).

Définition 3.5 (Série de Fourier forme réelle). La série de Fourier de f a la forme
sutvante en termes des coefficients de Fourier réels :

$4(2) = ao(f) +§ (an( FIVZ cos (%%)  ba(f)V2 sin (f%%)) |

A noter que cette forme peut aussi s’obtenir directement & partir de la formule (3.4).
Nous reviendrons sur cette décomposition plus en détails plus loin.

3.4 Casoul =27

Le cas des fonctions périodiques de période 27 est le plus fréquent et un cas typique ou
les expressions des coefficients de Fourier et de la série de Fourier deviennent plus simple.
Nous les donnons ici.

Les familles orthonormales sont alors :

{ei”””}nez et {1} U {\/5 cos(na:)}

Les coeflicients de fourier deviennent :

cn(f) L /930+27r f(z)e ™ dx, ne€Z,

27 o

U {\/5 Sin(nm)}

neN* neN*

xo+2m
aolf) 1/ f(@)e ™ da

2T 20

an(f) = 5= /zo+27r f(z)cos(nz)dx, b,(f) = \2/—5 /QCOHTr f(z)sin(nz)dz, n € N*.

o



20 Séries de Fourier

La série de Fourier prend les formes réelle et complexe :

“+o00

Si(x) = ) ealf)e™

n=—oo

= ) + Z (an V2 cos(nx) + b (f)V2 sin(nx)) .

3.5 Interprétation des coefficients de Fourier

Nous revenons ici sur le lien entre les coefficients de Fourier et la formule de décomposition
(3.4). Les coefficients de Fourier d'une fonction s’interprétent comme les “composantes”
de la fonction sur le systéme orthonormal de fonctions périodiques considéré. La série
de Fourier se comprendra alors comme une décomposition sur la famille orthonormale
considérée.

Commencons par une analogie avec un cas usuel bien connu : celui des composantes
d’un vecteur sur une base orthonormale de R®. On considére le cas le plus simple oil la
base est €] = (1,0,0), & = (0,1,0), €5 = (0,0,1). Soit un vecteur V= (r,9,2) € R3 sa
décomposition sur la base considérée s’écrit :

V = (V,8)& + (V,&)é + (V,&)é,

ou < .,. > désigne le produit scalaire usuel dans R3. On voit ici que (V, &1) = z, (V. é) =y

et (V,é5) = z.

Remarque 3.3. Si la base est orthogonale mais pas orthonormale, on a des formules un
peu différentes. Prenons la base suivante de R3 : f; = (2,0,0), fo = (0,3,0), f3 = (0,0,2).
Soit un vecteur V = (x,y, z) € R?, sa décomposition sur la base considérée s’écrit :

Vo= (Vighdght Vg Vo B)sh
_ Wafy <H§Jj> V3fa)
<f17fl> <.f27 > <f37f3>

Les formule “habituelles” pour les séries de Fourier réelles correspondent a une famille
orthogonale mais pas orthonormale. Dans ce cours, nous travaillons uniquement avec des
systemes orthonormaux afin d’éviter les incertitudes sur les valeurs des coefficientsdes a,,,
by, Uexpression de la série de Fourier et la formule de Parseval.

L’idée des séries de Fourier est tout-a-fait analogue avec un produit scalaire qui est
celui que nous avons déja utilisé pour définir la notion d’orthogonalité de deux fonctions
périodiques.
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Définition 3.6 (Produit scalaire). Si f et g sont deux fonctions continues sur R a valeurs
dans R ou C, continues par morceauzr sur R et périodiques de période T > 0, on définit
le produit scalaire de f et g par

o[ @i

zQ

(f,g) =

La norme associée a ce produit scalaire est notée de la fagon suivante :
2 1 [oott 2
Iy = [ e, (35

3.5.1 Forme réelle

La famille orthonormale que I’on considére est

do(z) =1 et pour n € N*, ¢,(x) = V2cos (Q%nx) . ¥n(z) = V2sin <2%n:v> ,

on a vu que
<¢m 7wbm> = O: <¢n7 ¢m> = (Snma <wn>¢m> = 6nm .

Les coefficients de Fourier sont
1 zo+T
wlf) = —/‘ F@)de = {f, é0)
xo+T
pour n € N', a,(f) = “i/ fa)cos (Fona) o = (1.0,

pour n € N*, b,(f) = \/_/%JFT SIH(Q;T >dx:<f,1/1n>.

La série de Fourier s’écrit donc :

Sp(x) = (f, do) po(x 4—}{) ((f, &n) On(x) + (f,000) Yu(2)) -

n=1

3.5.2 Forme complexe

La famille orthogonale est
27

Xn(z) =T neZ

et on a vu que
<Xn7 Xn> =1,

c’est-a~dire que {x, }nez est un systéme orthonormal.
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Les coeflicients de Fourier s’écrivent

1

zo+T o
W) =7 [ H@e T = (o).

On a donc 'expression de la forme complexe de la série de Fourier de f :

Sf(x) = Z(fa Xn) Xn(x) .

nez

3.6 Propriétés des coefficients de Fourier

Un cas ot les coefficients de Fourier prendront une forme plus simple est celui ot la fonction
f est paire ou impaire. Commencons par rappeler des propriétés sur les fonctions paires
et impaires.

Propriétés. Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle [— R, R, R > 0, a valeurs
dans R ou C, continues par morceaux sur [—R, R].

/Zf(x)dxzo.

/_Zf(;z:)da: 9 /ORf(a:)da:.

3. Si f est g sont paires alors le produit f.g est une fonction paire.

1. Si f est impaire, alors

2. Si f est paire, alors

4. Si f est g sont impaires alors le produit f.g est une fonction paire.
5. Si f est impaire et g est paire alors le produit f.g est une fonction impaire.

Proposition 3.4. Soit f une fonction de R dans R ou C, continue par morceauzr sur R
et périodique de période T' > 0. On a les propriétés suivantes :

e On suppose que f est paire, alors pour tout n € N*,

ba(f) =0 et ealf) = cn(f) = %anm.

De plus on a ’écriture simplifiée :

2 T/2

202 [T/ 2
ag = 7 i (x)dz et pour tout n € N*| a, = T\/_/o f(z) cos (%nm) dz .
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e On suppose que f est impaire, alors pour tout n € N a,(f) =0 (y compris ag(f)),
et pour tout n € N*

cn(f) = —con(f) = —=bu(f).

De plus on a U'écriture simplifiée : ¥n € N*,

2\/_/T/2 (27r )
) sin ?nx dx .

Preuve. On prend z; = —7/2 dans les formules des coefficients de Fourier et on
utilise les propriétés en début de section 3.6. O

Un autre cas ol une simplification apparait est celui ou la fonction f est réelle.

Proposition 3.5. Soit f une fonction définie sur R, continue par morceaux, & valeurs
réelles, périodique de période T > 0 alors les coefficients de Fourier de f forme complexe
vérifient :

co(f)=cu(f), YneZ.

Preuve. Elle est évidente :

—’L T ’Vll’dx

], e
/ F@e Fradg
/ gt

co(f) =

Nl= Nl 3=

Tdr = c_,(f). O

3.7 Convergence de la série de Fourier

Le théoréme fondamental est le théoréme de Jordan-Dirichlet. Il donne un sens & la série
de Fourier en chaque point sous des hypothéses générales sur f.

Théoréme 3.1 (Jordan-Dirichlet). Soit f une fonction de classe C* par morceaux sur R
a valeurs dans R ou C, périodique de période T > 0. La série de Fourier de f converge
en tout point de R et les formes réelles et complexes sont bien égales. En tout point x € R
ou f est continue, on a S¢(x) = f(x) et en tout point v € R ou f est discontinue, on a

Sy(x) = 3(f(x +0) + f(z - 0)).

De plus, on a un théoréme d’unicité de la série de Fourier qui peut s’avérer trés utile.
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Théoréme 3.2. Avec les hypothéses du Théoréme de Jordan-Dirichlet, f admet un unique
développement de la forme

—+00
f(fﬂ): Z Cne'i%rnx,

—+00
27 . (27
resp. f(x) = ag+ ﬁ; (an coS (Tnx) + b, sin (Tnx)) ,

en tout point ot [ est continue (on parle de développement en série trigonométrique), et
ce développement est la série de Fourier de f, i.e. ¢, = c,(f) pour tout n € Z, a,, = a,(f)
pour tout n € N et b, = b,(f) pour tout n € N*.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses du théoréme de Jordan-Dirichlet, il suffit de changer
la valeur de f auz points de discontinuité (en nombre fini sur une période) et d’imposer
en ces points que

fla) = 3(Fw = 0) + (& +0)

pour assurer que f est partout égale a sa série de Fourier.

Remarque 3.4. Le théoreme ci-dessus montre que tout moyen est bon pour trouver la
série de Fourier de f. S’il en existe de plus simples que le calcul des coefficients, il ne
faut pas hésiter, on trouvera la bonne série. On peut a titre d’exemple calculer la série de
Fourier de sin(3z).

Le théoréme d’'unicité se démontre trés facilement dans le cas ol on a convergence
uniforme de la série. On suppose que la série trigonométrique converge uniformément et
on calcule les coefficients de Fourier de la série. On remarque au passage que la fonction f
est nécessairement continue sur R dans un cas pareil. On peut énoncer cette propriété qui
est importante et qui est une conséquence directe de théorémes classiques sur les séries
de fonctions :

Proposition 3.6. Soit f : R — R ou C, périodique de période T" > 0. Si la série de
Fourier de f converge uniformément sur R, alors f est continue sur R.

On a une réciproque importante a cette propriété :

Théoréme 3.3. Soit f : R — R ou C, périodique de période T > 0. Si f est de classe
C! sur R, alors sa série de Fourier converge uniformément sur R.

On a un autre théoréme important qui est en fait un résultat de convergence de la
série de Fourier et qui est vrai sous des hypotheéses plus faibles que le théoréme de Jordan-
Dirichlet.
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Théoréme 3.4 (Egalité de Parseval). Soit f une fonction définie sur R a valeurs dans
R ou C, périodique de période T > 0, de carré intégrable sur une période (on écrira
simplement f € L4(R)), alors

10+T
I = 7 [ Ifera

= (/. ¢0) |2+Z (I¢f, du)* + 1(F, w0n) )

= |ao(f \2+Z|an )P+ [ba(f))
= Z|an ‘2

neL

= Z|Cn(f) 2

Remarque 3.5. Considérons la somme partielle de la série de Fourier de f

57(x) = ao(f)+ ) (an bn () ¢on ()

n=0
N

= Z Cn(f)Xn(x> :

n=—N

Du fait de l'orthonormalité des familles {¢o, ¢n, ¥n; n € N*} et {x,; n € Z}, on a

17172 = lao(f !2+Z lan () + [bn(f Z len(f

On wvoit donc que le théoréme ci-dessus dit d’une part que si f € LA(R), sa série de
Fourier est absolument convergente pour la norme |||z (i.e. la série des normes est

convergente). En admettant que L%(R) est un espace de Banach, ceci implique que la
série de Fourier de f converge dans cet espace et sa norme est alors exactement

1S¢172 = 1{f, do) |2+Z (from)P + 1{Fn) )

= > [foxa)l?

neL

Le théoreme nous dit donc que
N _
1Y 3, = 1 £1lss..
Il y a en fait un résultat plus fort donné par le théoréeme suivant. Ce type de conver-
gence sera justifié dans le cours sur les espaces de Hilbert. En fait, aussi bien l’égalité
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de Parseval que le théoréeme de Dirichlet sont simplement la décomposition d’un vecteur
sur une base dans un espace. Méme s’il s’agit ici d’un espace de Hilbert, de dimension
infinie, l'idée n'est pas plus difficile que la décomposition dans R® d’un vecteur sur une
base orthonormale et [’écriture du carré de sa morme euclidienne comme la somme des
carrés de ses composantes.

Théoréme 3.5 (de Dirichlet). Soit f € LA4(R), alors
. QN _
Jim = 5¥ =0,
c’est-a-dire que la série de Fourier de f converge dans L% (R) vers f.

Remarque 3.6. La convergence ci-dessus peut paraitre surprenante alors qu’on a vu dans
le théoreme de Jordan-Dirichlet que la série de Fourier de f ne converge pas vers f en
tout point. Il n’y a pas de contradiction. La convergence dans L3 est conrdlée par une
norme qui est une intégrale. Pour cette norme, la valeur en des points isolés n’a aucune
importance. La convergence dans L% n’assure pas une convergence en tout point mais en
presque tout point. Ces notions seront vues dans le cours d’intégration.

3.8 Intégration et dérivation d’une série de Fourier

Sous certaines hypothéses, on a des relations simples entre les coefficients de Fourier forme
complexe d’une fonction et de sa dérivée.

Proposition 3.7. Soit f une fonction définie sur R a valeurs dans R ou C, de classe C*,
périodique de période T > 0, alors on a

ealf') = i2nea(f).

T
Preuve. Il s’agit simplement d’une intégration par parties. Les hypothéses sur f
rendent une telle opération licite. Les termes de bord disparaissent du fait de la périod-
icité. O
Si on veut intégrer une fonction, les choses sont plus délicates ; il faut s’assurer que sa
primitive est encore périodique.

Proposition 3.8. Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R ou C, périodique
de période T > 0. On considére g une primitive de f sur R et on suppose que g est
également périodique de période T' (ce qui équivaut & dire que la moyenne de f sur une
période est nulle), alors on a

cn(g) = M, Vn e Z*

127N,

et co(g) est la moyenne de g sur une période.
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Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. O

On remarque tout de méme que pour que la relation ci-dessus ait un sens, il vaut
mieux avoir ¢y(f) = 0, i.e. f est de moyenne nulle. On a le résultat général suivant qui
assure qu’on a bien ¢o(f) = 0 et qui dit un peu plus.

Proposition 3.9. Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans R ou C, périodique
de période T > 0. On considére g une primitive de f sur R. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) [ est de moyenne nulle ;

(i1) g est périodique de période T

Preuve. Pour z € R quelconque, on a

e+ 1)~ g(r) = [ " pwat.

On voit donc que g est périodique de période T si et seulement si pour tout xy € R

zo+T
/ f(z)dr =0,

Zo
i.e. si et seulement si f est de moyenne nulle. O]
En combinant ces résultats et le théorémes de dérivation et d’intégration terme a terme
des séries de fonctions, on peut en déduire des résultats de dérivation et d’intégration terme
a terme des séries de Fourier en spécifiant simplement des hypothéses sur la fonction f.

Théoréme 3.6 (Dérivation terme a terme de la série de Fourier). Soit f une fonction de
classe C? sur R, périodique de période T > 0. Alors la série de Fourier de f est égale a f
et est donc de classe C* sur R. De plus sa dérivée premiére se calcule en dérivant terme
a terme :

'27T i2Zng
Sia)=f(x) = Y imnea(He T,
nez
& 21 21 21 27
= ; (—an(f)?n QSin(?nx)—l—bn(f)?n 2COS(?HQJ)) :
Preuve. Laissée en exercice. O

Pour l'intégration terme a terme, on peut énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.7 (Intégration terme a terme de la série de Fourier). Soit f une fonction
de classe C* sur R, périodique de période T > 0, de moyenne nulle. Soit g une primitive
de f. Alors la série de Fourier de g se calcule en intégrant celle de f terme a terme :

T

Se(x) = g(x) = colg)+ 5l feiFne
= ap(g)+ Z (an(f)%\/ﬁsin(%rnx) — bn(f)%\/ﬁcos(%rnx)) .

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréme précédent. O
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3.9 Deécroissance des coeflicients de Fourier

L’idée intuitive est que plus les coefficients de Fourier décroissent vite, plus la fonction
est réguliére, c’est-a-dire plus on peut la dériver un grand nombre de fois.

Commencons par une premiére estimation des coefficients de Fourier d'une fonction
qui est simplement continue par morceaux.

Proposition 3.10. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période T > 0,
intégrable sur une période. Alors la suite de ses coefficients de Fourier est bornée. Plus
précisément, on a

1 zo+T
g [ 1@,

A noter qu’on a également pour tout n € N*,

il < 32 [T o

b)) < Y2 E [ as.

Preuve. C’est immédiat. On écrit

len(f)] =

:E0+T
S T /

zo+T
<7/ @l

La preuve est analogue pour la forme réelle. O
Nous avons donc d’'une part ce résultat qui nous dit que

f € Ll(]O’TD = (an)neN € ZOO(N)v (bn)neN* € ZOO(N*)7 (Cn)nEZ S ZOO(Z)'

Si maintenant on considére des fonctions plus réguliéres, on va pouvoir établir des
décroissances plus fortes.

Théoréme 3.8. Soit f une fonction de classe C* sur R, périodique de période T > 0.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N*

C C C C

(DI < 0 leanlDI < s ln(DI < s Il <

Preuve. On fait k intégrations par parties successives. La régularité de la fonction

le permet. Les termes de bord disparaissent du fait de la périodicité. On obtient pour

n € N* -
_ (k)
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et donc . o
T 11 [*
< - = &) ()|de .
I A
La preuve est analogue pour les trois autres inégalités. O

Il est intéressant de pouvoir lire directement la régularité de la fonction sur ses co-
efficients de Fourier. On a malheureusement une perte d’information du fait du cadre
dans lequel nous travaillons ; ceci empéche d’écrire des équivalences, il faudrait pour cela
travailler dans des espaces de Sobolev qui sont plus compliqués que les espaces C*.

Théoréme 3.9. Soit {c,} ez une suite dans C, on suppose qu’il existe une constante
C>0etkeN tels que

C
len| < T pour tout n € Z*

In

alors la fonction f définie sur R par la série

Z 2w
— Cne’LTnI

neL

est de classe C* sur R.
On a un résultat analogue pour la forme réelle. Soit {an}nen €t {bytnen deuz suites

dans C, on suppose qu’il existe une constante C' > 0 et k € N tels que

|bn| <

la,| < ’k+2 , pour tout n € N* |

= In |k+2’

alors la fonction f définie sur R par la série

fl@)=as+v2 ) [an cos <2?7rnx) + by, sin <2?7Tm:>]

neN*
est de classe CF sur R.

Preuve. Il s’agit d'une application du théoréme de dérivation des séries de fonctions.
On peut dériver tant qu’il reste un puissance de n supérieure a 2 au dénominateur pour
assurer la convergence normale. O

3.10 Exercices

Exercice 3.1. Donner un exemple de fonction périodique qui n’est pas paire et dont la
série de Fourier est paire. Peut-on trouver une fonction périodique paire dont la série de
Fourier converge simplement sur R et n’est pas paire?

Exercice 3.2. Soit f une fonction périodique et C! par morceaux sur R mais non continue
sur R. Quitte a changer un nombre fini de valeurs de f sur une période, on suppose qu’aux
points de discontinuite f(z) = (f(x—0)+ f(z+0))/2 et que ceci ne rend pas f continue sur
R. Sa série de Fourier converge-t-elle simplement sur R? Converge-t-elle uniformément
sur R? Converge-t-elle normalement sur R?
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Exercice 3.3. Soit f € L?(R) définie par f(z) = x pour x € [0, 1].
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f dans leur forme complexe.

2. Ecrire la série de Fourier de f comme une somme de fonctions réelles.

3. Calculer .
Yo
—~ 2n+1
4. Calculer
+oo
1
m .
n=1

Exercice 3.4. Soit a € Ret f € L3_la fonction définie par f(t) = ', ¢ €] — 7, 7.
1. Calculer les coefficients de Fourier de f sous leur forme complexe.

2. Sia ¢ Z, calculer

Z<a—1n>2’ :iéa(;—l);’ io§<(n—1a)2+(n+1a)2)‘

ne”L

Exercice 3.5. Soit 0 < a < 7/2, on considére la fonction 27-périodique et impaire définie

par
1 sur ]0,2al,
0 sur [2a,7|.

fa(x) = {
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f, sous forme réelle.
2. Calculer les sommes des séries suivantes :

+
Z SlIl Z Sln

n=1 =

Exercice 3.6. Soit la fonction f(z) = z — E(x). Déterminer sa série de Fourier, dire si
elle converge simplement et si oui vers quelle fonction. Quelles séries peut-on calculer a
I’aide du théoréme de Jordan-Dirichlet et de 1’égalité de Parseval?

Exercice 3.7. Soit r € R et la suite (¢, ),ez définie par ¢, = 0 pour n < 0 et ¢, = "
pour n € N. On considére la série

— E Cneznt
neZ

1. Sur quels domaines converge-t-elle simplement, uniformément, normalement?
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2. Montrer que pour tout n € N et pour tout r €] — 1, 1[ on a

1 2T e—int

r't = — —dt.
2r Jo 1 —ret

Exercice 3.8. Soit f € L3 (R) et soit (c,(f))nen la suite des coefficients de Fourier de
f dans leur forme complexe. Pour N € N on pose

N

Sn(x) = co(f) + D (ealF)e™ +con(fe™™) .

n=1
1. Montrer que

1 2

o | ISn@)Pde = leo(HPF + D (leal NI+ le—alS)) -

2m Jo

2. Montrer que
2
/ (f(x) — Sn(z))Sy(x)dx =0
0
Exercice 3.9. Démontrer le Théoréme 3.6.
Exercice 3.10.

e Existe-t-il une suite réelle (a,)nen telle que pour tout x €]0, 7[ on ait

sinx = Z a, cos(nx)?

neN

e Existe-t-il une suite réelle (a,)nen telle que pour tout o €] — 7, 7| on ait

sinx = Z a, cos(nx)?

neN

e Existe-t-il une suite réelle (a,)nen telle que pour tout « €] — 7, 7| on ait

cosT = Z a, sin(nz) ?

neN
Exercice 3.11. Déterminer la série de Fourier de la fonction sinus.
Exercice 3.12. Soit la fonction 27-périodique définie par f(z) = 22 sur | — m, 7.

1. Développer f en série de Fourier.
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2. Calculer les sommes des séries suivantes :
_ “+o00

ZnQ’Z n2 723271—1-12’2:714722271—1-1

n=1

Exercice 3.13. Soit la série
= Z In(1 + n?)ert==b
nez

1. Quel est son domaine de convergence simple, normale?

2. Montrer que sa somme est une fonction C* sur ce domaine.

Exercice 3.14. On considére les fonctions 27 périodiques suivantes :
o fi(x) =cosz ;

o fo(x) =1+ cos(2x) ;

e f3 paire, f3(x) = 22 sur [0, 7| ;

o fi(x)=xsur|—m 7
1. Pour chacune des quatre fonctions f;, dire si sa primitive F; s’annulant en 0 peut

étre développée en série de Fourier sur R et si on peut utiliser le théoréme 3.7 pour
calculer ce développement.

2. Pour les fonctions pour lesquelles la réponse a la premiére question est positive,
calculer les développements en série de Fourier de F; et de f;. Le résultat correspond-
il a la conclusion du théoréme 3.77

Exercice 3.15. Soit f : R — R une fonction périodique de période T' > 0, intégrable
sur une période. On suppose que c,(f) = O(e”1"). Montrer que la somme de la série de
Fourier de f est C* sur R.

Exercice 3.16. Soit f : R — C une fonction continue par morceaux et T-périodique.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que la série suivante converge :

Z m |
Exercice 3.17. Soit (¢, )nez la suite définie par

1
1+nt’

Cp —

On considere la série trigonométrique

S(z) = Z cne™



FExercices

1. La série converge-t-elle sur R?
2. Sa somme S est-elle une fonction réelle? imaginaire pure? paire? impaire?

3. Montrer que la fonction S est de classe C? sur R.
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Chapitre 4

Résolution d’équations

4.1 Solutions périodiques d’équations différentielles or-
dinaires, séries de Fourier

4.1.1 Meéthode générale

On considére des équations différentielles a coefficients constants avec un second membre
périodique. Les séries de Fourier fournissent une méthode générale pour trouver une solu-
tion particuliére périodique de ces équations, la solution générale peut alors étre obtenue
en ajoutant la solution générale de 1’équation homogéne. Nous expliquons la méthode
dans le cas d’une équation d’ordre 2 :

y'(t) + ay'(t) + by(t) = f(1), (4.1)

ol a et b sont des nombres réels ou complexes fixés et f est une fonction périodique de
période T > 0 sur R et de classe C! sur R. On cherche une solution y périodique de
période T. Comme y sera de classe C? sur R, on peut la développer en série de Fourier
ainsi que ses deux premiére dérivées dont les séries de Fourier s’obtiennent par dérivations
terme a terme successives a partir de celle de f.

On utilise la forme complexe qui est plus facile & manipuler pour ce type de questions.
On décrit la méthode dans le cas ot T' = 27 par souci de simplicité des formules.

e Etape 1. On développe f en série de Fourier sous forme complexe :

Ft) =" pne T (4.2)

nez

e Etape 2. On écrit le développement en série de Fourier de y, ¢/ et y” sous forme

35
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complexe :

nez

y'(t) = Zincnemt, (4.4)
nez

y'(t) = Y (=nP)e.e™, (4.5)
nez

e Etape 3. On remplace (4.2)-(4.5) dans I’équation (4.1) et on calcule les ¢, :

Z(—n2 +ian + b)c,e™ = Z e .

neL neL

On voit que §'il existe nyg € N tel que —n2 + iang + b = 0 et si le coefficient 7, est
non nul, alors on ne peut pas résoudre et 1’équation (4.1) n’admet pas de solution
périodique. Dans le cas contraire, qui se décompose en les deux cas suivants :

1. léquation —r? + iar + b = 0 n’a pas de solution dans Z,
2. si I'équation —r? + iar + b = 0 admet une solution dans Z, ou méme deux, les
coefficients -, associés sont nuls,
alors on peut résoudre et on a

Tn
—n? +ian+b
¢, quelconque si —n?+ian+b=0.

si —n*+ian+b#0,

Cp =

4.1.2 Exemple

On cherche les solutions périodiques de période 27 de 1’équation différentielle
f'+2f + f=sinx.

Tout d’abord, la théorie générale des équations différentielles nous dit que les solutions
sont C* sur R. Donc si f est une solution 2m-périodique, on peut la développer en série
de Fourier et on peut dériver la série de Fourier terme & terme. Soit donc f une telle
solution, on I’écrit sous forme de série de Fourier complexe

@) =3 el e

De plus, on a

flla) = Y ine,(f)e™,
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On peut donc écrire I’équation sous la forme
_ e—ix

21

ell‘

Z ((—n2 + 2in + 1)cn(f)) eMT — gin p =

nel

En utilisant le théoréme d’unicité de la série de Fourier, on obtient une égalité terme a
terme :

(—n? +2in+ 1), (f) = Opourn #1letn#—1,

1

¢ - _
2ie(f) = 5

ic = —.
! 2

Comme 1 — n? + 2in n’est nul pour aucun n € Z, il suit que
1
a(f) = el = =7 ealf) =0 pourn# Letn# 1,

c’est-a-dire, . .
o ix —ix\ __
f(z) = T(e +e ) = —5 CoST.
On vérifie ensuite que f ainsi donnée est bien solution de cette équation différentielle. On
voit que cette équation admet une unique solution 27 périodique. La solution générale de
I’équation est donnée comme la somme de la solution générale de I’équation homogene et
de la solution périodique qu’on vient de trouver, c’est-a-dire

1
flx) = (ax+b)e_x—§cosx, a,beC.

Remarque 4.1. Dans certains cas, la solution générale de [’équation homogéne est elle-
méme périodique. Par exemple
y// + y — 0 .

Voir exercice /.4.

4.2 Résolution de problémes aux limites par les séries
de Fourier

Supposons qu’on cherche a résoudre une équation aux dérivées partielles sur R; x I ou [ est
un intervalle borné de R. Les données du problémes sont des “données de Cauchy”, c¢’est-
a-dire la donnée de la solution a un instant initial, ¢ = 0 par exemple, et des “conditions
aux limites”, c’est-a-dire la spécification des valeurs de la solution ou de sa dérivée au bord
de l'intervalle I pour tous temps. Selon les conditions aux limites considérées, on pourra
parfois représenter le probléme considéré comme une recherche de solutions périodiques
en espace définies sur R; x R. La méthode utilise alors les séries de Fourier de fagon tout
a fait analogue a ce que nous avons fait a la section précédente. Plutot que de décrire une
méthode générale, nous allons traiter deux exemples.
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4.2.1 Conditions de Dirichlet homogénes

On considére le probléme aux limites pour I’équation de la chaleur sur Uintervalle [0, 7]
avec des conditions de Dirichlet homogénes, c’est-a-dire qu’on impose que la solution soit
nulle aux bords de I'intervalle :

%—f—?:OsurRx[O ] V€ [0, 7],
0(0,2) = f(z), (4.6)
¢(t70)_¢(7 )_07

ou f est une fonction C* sur [0, 7] et qui s’annule en 0 et en 7.

L’idée est de prolonger f comme une fonction f impaire, 27 périodique sur R (ce qui
assure en particulier que f(0) = f(mw) = 0), et de chercher une solution ¢ impaire et
2m-périodique au probléme d’évolution suivant

o) 92
{a—f—a—;ﬁ:OsurRxR,

¥(0,2) = f(x) Vz € R. (4.7)

Remarque 4.2. Comme ) est 2mw-périodique et impaire en x, il suit en particulier que
W(t,0) = Y(t,m) = 0 pour tout t, c’est-a-dire que la solution de (4.7) vérifie bien les
conditions aux limites. Sa restriction a R x [0, 7] est donc solution de (4.6).

On développe f en série de Fourier en utilisant la forme réelle qui nous permet facile-
ment d’exprimer que f est impaire. Comme f est C! par morceaux et continue sur R, elle
est partout égale a sa série de Fourier :

+oo
=2 Z by, sin(nzx) .
n=1

On cherche 9 sous la forme d’une série de Fourier en sinus dont les coefficients dépendent
de t :

=2 Z Y (t) sin(nx) . (4.8)

On remplace le développement (4.8) dans (4.7) en supposant qu’on peut dériver par
rapport a t terme a terme :

g_@f = \/_Z¢ ) sin(nx)

% = \/_Zgbn sin(nx) \/—ZT/)n n?sin(nz) ,

2D VB3 (0 ) ). (19

»(0,x) = \/_Zzﬂn sin(nz) = (:U):\/§ansin(nx). (4.10)
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L’équation (4.9) est équivalente a
Un(t) = —ndy(t) ¥n € N*
et la condition initiale (4.10) équivaut a
¥ (0) = b, ¥n € N*.

On est donc ramené a résoudre le probléme de Cauchy pour une infinité d’équations
différentielles en ¢ : pour tout n € N*,

@D;(t) = _n2¢n(t)a %(0) =bn.

Les solutions sont évidentes et données par
Un(t) = e, .

On obtient donc une expression de la solution de (4.7) sous forme de série de Fourier
400 )
Y(t,x) = \/§Z e ", sin(nx)
n=1

dont la restriction a x € [0, 7] nous donne la solution de (4.6).

On constate en particulier que le facteur e "t dans la série de Fourier de la solution
assure que la solution est C* en x pour tout ¢ > 0 méme si f est simplement continue, par
contre pour t < 0 les choses se passent nettement moins bien. C’est I'aspect irréversible
de I’équation de la chaleur.

Considérons un exemple explicite et vérifions que nous avons effectivement une solu-
tion : prenons f(z) = sin 2z — sindz sur [0,7]. Le prolongement f de f en une fonction

impaire est 27 périodique est donné par f(z) = sin 2z — sindz sur R. On obtient

1
by = —by = —, b, = 0 pour les autres valeurs de n .

V2
Il suit que
o (t) = e *sin(2z) — e % sin(4x) .

On peut vérifier que sa restriction & R x [0, 7] donne bien une solution du probléme aux
limites initial.

4.2.2 Conditions de Neumann homogeénes

On étudie maintenant le probléme aux limites pour I’équation de Schrodinger sur 'inter-
valle [0, 7] avec des conditions de Neumann homogeénes, c¢’est-a-dire qu’on impose que la
dérivée de la solution soit nulle aux bords de l'intervalle :

%—%:Osur]l%x [0, 7] Vz € [0, 7],
¢(0,z) = f(x), (4.11)
%2(t,0) = 22(t,7) =0,
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ot f est une fonction C* sur [0, 7] telle que f'(0) = f'(7) = 0.

Etant données les conditions aux limites, on choisit cette fois de prolonger f comme
une fonction f paire et 27 périodique sur R et on cherche une solution v paire et 27-
périodique au probléme d’évolution suivant

or ~ ont (4.12)

{@_@:OsurRXRa
$(0,2) = f(x) Vz € R.

Remarque 4.3. Si une fonction est paire et dérivable sur R, alors sa dérivée est impaire.
Pour le montrer il suffit d’écrire la dérivée comme limite du tauz de variation et d’utiliser
la parité de f. Donc si une fonction est paire, T-périodique et dérivable sur R, alors on
a nécessairement les propriétés suivantes.

e f/(0) = 0 par parité, en effet

f(x) = f(0)

Y

L R (0 B ) B () B

z—0t T z—0+ i z—0~ T

c’est-a-dire que la dérivé de f a gauche en 0 et sa dérivée a droite sont opposées,
d’ou f'(0) = 0. Plus simplement, f'(0) =0 car f" est impaire.

e f/(T/2) =0 du fait que f" est impaire et T-périodique.

Dans notre cas, la solution v de (4.12) vérifie nécessairement les conditions aux limites
et donc sa restriction a R x [0, 7] est bien solution de (4.11).

On développe f en série de Fourier en utilisant la forme réelle. Comme f est C! par
morceaux et continue sur R, elle est partout égale a sa série de Fourier :

f(z) = ao+ \/éz ay, cos(nw) .

On cherche 1 sous la forme d’une série de Fourier en cosinus dont les coefficients dépendent
de t :

Yt ) = o(t) + V2D ha(t) cos(nz). (4.13)

On remplace le développement (4.13) dans (4.12) en supposant qu’on peut dériver par
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rapport a t terme a terme :
o
— = ) cos(nx)
ot \/_ Z w

gjjﬁ \/_Zg/)n cos(nx) \/_Ziﬁn n? cos(nzx) ,

28—¢ — 8_¢ \/_Z (i), (t) + n*tn(t)) cos(nz) (4.14)

»(0,z) = )+ \/_Z U (0) cos(nz) = f(z) = ag + \/52 a, cos(nx) . (4.15)

L’équation (4.14) est équivalente &
Yl (t) = —in®P,(t) Vn € N*
et la condition initiale (4.15) a
Yn(0) = an Vn €N,
dont les solutions sont :
Yo(t) = ag, ¢u(t) =e ™ a,, n €N

On obtient 'expression de la solution de (4.12) sous forme de série de Fourier
400 L,
W(t,x) = ag + \/52 e ""a, cos(nx)
n=1

dont la restriction a = € [0, 7] nous donne la solution de (4.11).

On observe que I'équation de Schrodinger a des propriétés tres différentes de 1’'équation
de la chaleur, malgré leurs écritures proches. En effet, le facteur e~ est toujours de
module 1, la régularité de la solution & un instant ¢ est donc toujours la méme que celle
de la donnée initiale f, aussi bien dans le passé que dans le futur (la décroissance avec n
des coefficients de Fourier ne change pas lorsque ¢ varie).

4.3 Solutions locales, séries entiéres

On considére des équations différentielles de la forme

pe)u’(z) + q(z)u'(x) + r(z)u(r) = 0 (4.16)

ol p, ¢, r sont des fonctions analytiques, i.e. développables en série entiére, dans un certain
intervalle I contenant 0, a valeurs réelles. Nous allons chercher des solutions sous forme de



42 Résolution d’équations

série entiére (peut-étre au prix d’une petite modification) au voisinage de 0. On commence
par ré-écrire I’équation (4.16) sous la forme

u"(x) + a(x)u' (z) + b(z)u(z) =0, (4.17)

ou a = q/petb=r/p. Comme p,q,r sont analytiques dans I, elles n’ont que des zéros
isolés dans I, d’ott a et b n’ont que des singularités isolées et non essentielles (des poles)
dans I.

Définition 4.1 (Points ordinaires et singuliers).

e On dira que xg € I est un point ordinaire pour (4.17) si xog n'est une singularité ni
de a ni de b, i.e. sia etb se développent en série entiére au voisinage de xg.

e Un point qui n’est pas ordinaire est dit singulier.
Un type particulier de point singulier va nous intéresser : les points singuliers réguliers.
Définition 4.2 (Points singuliers réguliers et essentiels).

e Si xy est un point singulier pour (4.17), on dira qu’il est régulier si a admet au
plus un pole d’ordre 1 en xq et b admet au plus un pole d’ordre 2 en xgq, i.e. si les
fonctions (x — xo)a(z) et (x — x0)*b(x) se développent en série entiére au voisinage
de .

e Un point singulier qui n’est pas réqulier est dit essentiel.

4.3.1 Au voisinage d’un point régulier

Dans le cas d'un point régulier, on peut trouver une solution au probléme de Cauchy en
xo sous forme de série entiére convergente au voisinage de x.

Théoréme 4.1. Si zq est un point régulier pour (4.17) et si & > 0 est tel que a et b se
développent en série entiere dans |xg — 6,x0 + 6, alors pour tout uy € C et uy € C, le
probleme de Cauchy

u'(z) + a(z)u' (z) + b(x)u(z) =0, u(xg) = ug, u'(xg) =uy, (4.18)

admet dans |xg — 0, kg + 0] une unique solution sous forme de série entiére

u(x) = Z Un(z — x0)" . (4.19)

La méthode de construction de la solution est de remplacer (4.19) dans I’équation et
de calculer les coefficients w,, (sauf les deux premiers qui sont les données de Cauchy) de
proche en proche. Nous traitons deux exemples.
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e Exemple 1. On considére des fonctions a et b polyndomiales, dans ce cas on peut
prendre § = +00 ce qui revient a résoudre sur R. Prenons I'exemple de ’équation

u’ + 2%+ 2*u =0, u(0) =1, v/(0)=0. (4.20)

On cherche la solution w sous la forme

—+o00
u(x):Zun:z: ,ug=1, up =0
n=0
On a
+o0 +oo
u' = Z n(n — Du,z"? = Z(n + 1) (n+ 2)upg02™,
n=2 n=0
+o0o +oo
ol (r) = Znunx"+2 = Z NUp 22",
n=1 n=3
+o0 +o0
r2u(r) = Zunx"+2 = Z Up—oT
n=0 n=2

L’équation nous dit que la somme des trois séries entiéres est nulle, ce qui revient a
dire que le coefficient de 2™ est nul pour tout n, i.e. :

n=0, 2u;=0,

n=1, 6us=0,

n=2, 12us+uy =0,

n>3, (n+1)(n+2)up2+ (n+ 1u,2=0.

La suite des coefficients de la série entiére de u est donc donnée par la récurrence

suivante ]
u2:u3:07u4:__u07un:__un—47n24-
12 n

Ici comme u; = 0, seuls les coefficients uy, = 0 seront non nuls. Reste a étudier leur
comportement pour montrer que la série converge bien sur R :

(—D)F _(=DF
3(4k)(4(k —1))...(4 x 2)4 3 x 4*k!°

Ugr =

En particulier on a
1

|U4k’ < E

et donc

+oo +oo ’x4|k .
2 Juaatl < 3, S = e
n= =0
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La série entiére définissant u est donc bien convergente sur R et en particulier
normalement convergente sur tout compact de R. En fait on peut méme calculer u
explicitement ici :

+00 +oo
(—1)* 1 A N
uw) =3 g =2 ) =

k=0 k=0

Vérifions que c’est bien la solution de (4.20) :

T~ _. 4
u/ _ __633/47

u// — <_x2+x_6)6—x4/4
3 )

' + 2% + 2P = 0, u(0)=1, «/(0)=0.

Exemple 2. Nous considérons cette fois-ci des fonctions a et b analytiques sur
R qui se développent en série entiére au voisinage de 0 mais qui ne sont pas des
polyndmes :

4z n 2
u u=
1+ 22 1+ a2

"
U+

0, u(0) =wug, u'(0) =uy. (4.21)

Les fonctions
4x 2
= t b = —
14 22 et b(x) 14 22

a(x)

se développent en série entiére au voisinage de 0 avec un rayon de convergence égal
al.

Encore une fois, on cherche la solution u sous la forme
+oo
u(zr) = E up™, up =1, up =0.
n=0

Pour faire les calculs, il est plus facile d’écrire ’équation sous la forme
(14 2*)u” +4ou' +2u=0.

On voit que méme si a et b ne sont pas des polynémes, comme ce sont des fractions
rationnelles, on peut se ramener a travailler avec une équation dont les coefficients
sont des polynomes et on n’a pas besoin d’utiliser les séries entiéres de a et de b.



Solutions locales, séries entiéres 45

On a

+oo +o0

v =) nn - Dupa™ = (n+ 1) (n+ 2upgar”

n=2 n=0
+oo

2" = Z n(n — Duy,a™,

n=2
—+00

(1+2*)u" = 2uy + 6usw + Z (n(n = Lu, + (n+ 1)(n + 2)u,i2)a™,

n=2

4o (z) = 4Znunx",
2u(z) = 2Zunx".

On en déduit que le coefficient de z™ dans (1 + 2?)u” + 4xu’ + 2u est donné par

n=0, 2(ug+up),

n=1, 6usg+4u; + 2u; = 6(uz + uy),

n>2, nn—1u,+ (n+1)(n+ 2)u,e + 4nu, + 2u,
= (n? —n+4n + 2)u, + (n + 1)(n + 2)Uns
=+ 1)(n+2)(upro + uy) .

On voit donc que
Uk = (—1)ku0 et u2k+1 = (—1)ku1 .

La série entiére de u est donc donnée par

“+o00

+oo
1
) = w0 31 S = g g g pour el <1
k=0 k=0
le rayon de convergence est 1.

4.3.2 Au voisinage d’un point singulier régulier

Soit zo un point singulier régulier, I’équation différentielle (4.18) s’écrit
(z — x0)*u"(2) + (z — z0)A(x)u/ (z) + B(x)u(z) =0, (4.22)

ot A(x) = (x — zo)a(x) et B(x) = (z — x2)b(z) sont analytiques au voisinage de xq. La
méthode est la suivante.
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e Premiére étape. Lorsque x est proche de xy, on approche 'équation (4.22) par
(z — x0)*u"(2) + (z — x0) A(wo)u' (z) + B(zo)u(z) = 0. (4.23)

La premiére étape consiste a résoudre cette équation. Pour cela on cherche des
solutions sous la forme u(z) = (z —x¢)”. Si on reporte cette expression dans (4.23),
on obtient I’équation indicielle

v(v — 1) + vA(zg) + B(zo) =0,

i.e.

v? + (A(zo) — 1)v + B(mo) = 0. (4.24)

On note vy et vy les racines (éventuellement confondues et a priori complexes) de
(4.24).

e Deuxiéme étape. On construit deux solutions linéairement indépendantes de
(4.22). La méthode dépend de la différence vy — 1.

— Premier cas : vy — vy ¢ Z. On cherche les deux solutions sous la forme

“+oo

ui(x) = (x—x)" Z cx(z — mo)k ,
.

us(z) = (xr—m¢)"? Z di(x — z0)F .
k=0

— Second cas : vy — 1y, € Z. Du fait que les fonctions A et B sont a valeurs
réelles, si les solutions vy, vy de (4.24) sont complexes alors elles sont complexes
conjuquées et leur différence ne peut pas étre un entier. On a donc forcément
que v; et vy sont réelles. Quitte a échanger vy et v5, on suppose que vy < vs.
On cherche alors les solutions sous la forme

+00

ui(z) = (v — )" Z cx(z — m0)",
k=0
+o0

ug(z) = (x— 20)" Z di(x — 20)" 4 oy (z) log(x — x¢) .

4.4 Exercices
Exercice 4.1. On considére I’équation différentielle
y" — 3y + 2y = cos® x + sin(4x) . (4.25)

1. Trouver une solution 27 périodique de (4.25).
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2. Trouver la solution générale de (4.25).
Exercice 4.2. On considére I'équation différentielle
y' + 2y +y=sin’z. (4.26)
1. Trouver une solution 27 périodique de (4.26).
2. Trouver la solution générale de (4.26).

Exercice 4.3. Déterminer la solution du probléme aux limites suivant, pour I’équation
des ondes (aussi appelée équation des cordes vibrantes en dimension 1 d’espace) avec
conditions de Dirichlet homogénes :

%—%:OsurRx[O,w]‘v’xe[O,ﬂ],

¢(0,2) = 4sin(2z), %(0, x) = sinx — sin(2x) ,
¢(t,0) = o(t, ™) = 0.

Exercice 4.4. Trouver une solution périodique, si elle existe, & 1’équation différentielle

y"(z) + y(z) = cos(kz), k € N fixé.
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