L3 Mathématiques — Intégration
Feuille 5 — Fonctions positives intégrables

Exercice 1. On notera dz la mesure de Lebesgue sur R. Calculer les intégrales suivantes :

1
/ —dz pour « € R,
J0,3[ ¥

1
/ —dz pour v € R,
]

1+oo[x

/e"‘”dx, /ewldx.
R R

Exercice 2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f, g : (X, .A) — ([0, +oc], B([0, +o0

applications mesurables et positives. Montrer que :

1. Pour tout a > 0, u({f > a}) < / fdu.

N

Si / fdu < +o0, alors f est finie u presque partout.
X

w

. Si u(E) =0 alors / fdu = 0.
E

-

/ fdu =0 si et seulement si f est nulle p presque partout.
b's

ot

Si f = g p-presque partout, alors / fdu = / gdp.
b's b's
Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes

/R e 1g(z)dA(x), /R e ldu(z),

ol A est la mesure de Lebesgue sur R et

uzZén.

neL

1)) des

Exercice 4 (Mesure de densité). Soit f: (X,7T,u) — [0,4+00] mesurable. On définit

la fonction ¢ sur T par

/ fdp

1. Montrer que ¢ est une mesure sur (X, 7) et qu’elle est finie si et seulement si f est

intégrable.

2. Montrer que si g est mesurable et positive :

/ngqbz/ngdu.



Exercice 5 (Mesurable et limite simple de fonctions étagées). On veut montrer que
toute fonction mesurable f : (X, 7T) — ([O, +oo],B([O,+oo])) est limite simple d’une

suite croissante de fonctions étagées. On définit pour tout n € N* et pour tout £ > 1 :

tw={oex/ it cjm<f) 1chsar

B, ={z € X/f(z) > n}.
1. Pourquoi les ensembles A, ; et B,, sont mesurables?

n2"

2. On pose f,(z) = Z

k=1

kE—1
2n

Ta,,tnlg, (x). Montrer que les fonctions f,, sont étagées.

3. Montrer que la suite (f,).en est croissante et converge simplement vers f.

Exercice 6 (Famille sommable). On considére I’espace mesuré (N, P(N), ), ou u désigne
la mesure de comptage.

1. Qu’est-ce qu’'une fonction mesurable sur (N, P(N)) 7

2. Soit f une fonction mesurable positive sur (N,P(N)). Montrer que, pour tout
N e N,
fn(n) = f(n)lpn(n),n €N,

est une fonction étagée et que la suite des fonctions (fy)nen croit vers f.
N
3. Montrer que / fndp = Zf(n)
N n=0

4. A l'aide du théoréme de Beppo-Levi, en déduire que / fdp = Z f(n).
N

neN

5. Application 1. Soit ¢ : N — N une bijection. Déterminer une suite croissante de
fonctions simples (gn)nyen qui converge vers f o ¢ et telle que

/gNdM:/deM~
N N

> o) =" fn).

6. Soit (fn)neny une suite de fonctions mesurables positives sur un espace mesuré

(E, T, n1).

En déduire que



“+oo
(a) Application 2. Montrer que la fonction Z fn est mesurable positive et que

n=0

L) x (L)

b) Soit (up.p)npen une suite double de réels positifs. Montrer que
7p 7p

S(50) 5 (50

n=0 \p=0 p=0 \n=0

(c) Calculer

“+oo +0o0 1
(=)
p=2 n=2



