L3 Mathématiques Université de Brest
Intégration

Feuille 7
Intégrabilité et convergence dominée

Exercice 1 Soit les fonctions d’une variable
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1. La fonction f est-elle intégrable sur ]0,4o00[?
2. La fonction g est-elle intégrable sur ]0,+oo[?
3. La fonction h est-elle intégrable sur R?
4. La fonction ¢ est-elle intégrable sur [1,+oc0[? Sur [0,400[? Sur |0, 4+o00[?
Exercice 2 Les fonctions suivantes sont-elles mesurables et Lebesque-intégrables sur R?
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Exercice 3 Etudier la convergence simple des suites de fonctions (fn)nen suivantes, l'intégrabilité
de chaque f, sur I, puis la limite de f[ fn(z)dz lorsque n tend vers +o0o.

1. fp(zx) =2" (1 + 322 + SSin(n:U)>, I =]0,1].
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Exercice 4 Déterminer les limites suivantes :

I =)0, +o0].
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Exercice 5 FEtudier:
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Exercice 6 Soit f:[0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = 0. Montrer que
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Exercice 7 On se place sur l'espace E = [—1,1] muni de sa tribu Borélienne B et de la
mesure de Lebesque . On considére pour n > 1 la suite de fonctions définies sur E par

fo(z) = n.H}O’%](x) - n.H[_%,O[(m).
1. Montrer que (fn)nen+ converge pu-pp vers une fonction f.

2. A-t-on:

(a) /Efndu—>/Efdu?
o) [ 1l — [ 1flau

(c) /Elfn—fldu—>0?

(d) YA € B, / fndpy — / fdu?
A A
3. Peut-on appliquer le théoréme de Lebesque (de convergence dominée)?

Exercice 8 Soit u une mesure finie sur (X,T) et f une application mesurable finie ji-
presque partout. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

i) f est u-intégrable.

ii) |f|dp — 0.
[f]>n

i) » np(n < [f| <n+1) < 4oo.
n>1



